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PROLOGO

actualmente, matemitica moderna. Tal vez wo ses ésta la.
mds ofortunada, puesto que ese se refiere a la construc-
cion actual de ciencia y no al contenido. M
debiera asociarse mds bien & —una sola
estructura. en

la matemdtica

Precisamente, por ser éste el alcance de la metemdtica, es que
asignamos cardcter al actual ordenamiento; ter-
mind_con_ las nacer una_inica

aqumm:ﬂemummm«pmpwummmmmm



No existiendo dudas respecto de qué debe entenderse hoy por
‘matemdtica, tampoco puede haber indeterminacion sobre qué debe
enseflarse de esta ciencia. Lo que resta ain por precisar es “cmo”,
“cutndo” y “‘cudnto” debe ensefiarse. La solucién de este problema
no es simple y probablemente s6lo se obtendrd una respuesta sa-
tisfuctoria, sujeta o perfeccionamientos sucesivos, a través de una
intensa experimentacion que permita fr acotando esos interrogantes.

La etapa educativa que agudiza esa indeterminacion es la secun-
daria, o que debe superar el carteter. mtltioo informatioo de la

scuela primaria pero sin poder disponer todavia de una capacidad
b e el e i e et & W
de los estudios superiores.

Surge asi que s en la escuela secundaria —ya de por sf ana-
cronica en mltiples aspectos— donde debe llevarse a cabo esa expe:
rimentacidn sistemdtica a fin de poder renovar su estructura en el
plazo mds breve posible.
fianza_medi tienen por ello, ante si, una tarea de trascendencia
histdrica que es imposible postergar o retacear.

Con la intencion de colaborar con los
secundarig, los autores concibieron un plan ambicioso:
de una

a publicacion

o
mente_hacia_esos_colegas- y a_los. i
Tal coleccidn estard compuesta por las obras siguientes:
* Conceptos bisicos de matemética moderna.
* Algebra. Estructuras numéricas.
* Estructuras algebraicas.
* Introduccién al andlisis.
* Introduceién a la geometria moderna.
* Geometria vectorial.
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Logica Matemitica

. LOGICA SIMBOLICA ¥ CALCMO

B mﬁ&ﬁﬁh‘mmtm supone la
nscasldnd de rozonor —“ ocerco de cosos trascendentes
ingularmente imporiontes. Eso implics que ho de existir absoluta
clarldod y distincién en fode o concemiente ol razonamiento deduc-

nwvaudemns# !—-m-unlslmdoprow-
siciones, ¥
o el y ebandono

de los folacics y ombiguedodes. e T-bclnwlg:amngm
simplificacién ya lo introdiccin de wn seboiemo odecuodo ¢ in
equrvocn,qmpmm-_--h-‘—‘u-m fijodas

Doiscwl llos entroficblemente umiics don este primer poso: ko
a simbéli

hh«hd‘
que sigue. ios slementos mds usuales
u:‘ Iéglcu mlemyu—d_&enhmg-m
el texto.

Con miras a introducir el concesto de seopesicien, consideramos
los siguientes oraciones:
(1) Quite wieme>
(2) Pase ol freste
(3) El ire ex pessda.
(4) 3 s m mimero par.
(5) Juan comoce a Pedro.
(8) Pedro es conocido por Juan.

Se trata de sals oraciones diferentes: una, pregunta, una_orden,
y cuatrs rativas. De los dos primeras no podemos decir que sean
Verdaderas o falsas, En cambio, respecto de os cuatro cltimos, que
son declarativas, mnw si son verdaderas o bien falsas.
A éstas las llamamos.



En una primera aproximacién, podemos decir que proposicién es

i orociin declorotivc, 5 dec
. Sin embargo, no ha de c

B et

tal es el caso presentado en los ejemplos (5) y (6): ambas oraciones

son distintas, pero tienen el mismo significado; por ello decimos que

se trota de lo mismo proposicién.

Defini

Proposicién es el significado de toda oracién declarativa.

Usualmente suele identificarse una proposicién con_ cualquiera
o los orocones declactives e cdmitn el ‘misme significado. En
I , la nota esencial de toda proposicion consiste en la

oL e o s o bion folo

/2. NOTACIONES Y CONECTIVOS LOGICOS

Conlos letras: p. g 1 et designaramos progoriciones clales-
quiera, A part es obtendremos otrs, simples
§ cbudstas, o doi, operarene. iones; segiin_seon
et I T et i |
tivos légicos:

SIM-
BOLO OPERACION ASOCIADA SIGNIFICADO

A Conjuncién o producto 16 "y
gico

ima_légica o (en sentido incluyente)

"0 (en sentido excluyente)

Negacién 'no”, “'no es cierto que’
= Implicacién material “implica”, “si. .. entonces...”
=

Equivalencia “es sl o, . sy sb
3 lo

/3. CONJUNCION O PRODUCTO LOGICO
Definici
Conj de las proposiciones p y q es lo proposicién com-

juncion
pueste p + q (5 y Q) que se obticne uniéndolos, en ol orden
dado mediante la conjuncién “y".



Esta definicién se completa con una tablo, llamoda de verdod,
la cual establece la verdod o folsedod de lo proposicién compuesta
en funcién de lo verdod o folsedod de sus Dicha
ouncue su elsccibn o resuito des-

vinculoda de nuestra intui

Sean las proposiciones:
P
e
Lo conjuncién de ambes ex
A M cutic y coming”.
Lo intuicién pes dice que 5 4 3 & verdodera cuando p y q
Itdneomente

o son simul
entonces ko siguente toblo de verdod para la con-

juncién:
B < pag
v v v
v £ ®
F v B
F £ s

En realidad, lo tobla precedente & uno definicién de la con-
juncién. Por otra parte, expresicnes come pers
i, uhlizsdcs, pirs e R I 0 i
sentido -sohatiin que "y, y todas elies odmiten el simbolo 16
gico:

o U
pueste p v q (p 0 o) obtenida unié 1 orden dado,
o travis de la conjuncién “o", m..muuun.,-n

5



Lo palabra “0” en el lenguaje corriente es ombigua en ef sen-
tido de que puede denotar inclusién o exclusién. Por ejempic:

“No serdn licenciados los soldados en caso de castigo o enfermedad™ (1)
“A las 21 iré al cine o al teatro” (2).

o proposicién compuesta (1) significa evidentemente que los
e que slo han sido castigados, o que sélo han estedo enfer-
s, o bien los e han padecido ambas coss, o seén dados, de
o_incluyente de lo_conjuncién
7 b propeaicibn (2) s i ebcess! e el all o M
excluido, y es este sentido excluyente el que prevalece en funcién del
mismo “o”. Por ello es, no sélo conveniente, sino necesario, el empleo
da un simbolo inequivoco para cada uno de dichos significados

n o coto de la disunclon inlisvg que es o
G emtants e’ Giag
rada con la verdod S

a_proposi
on lo =i de sus component
ambos lo son sxmultaneumente
Lo tabla de verdod asociada a lo disyuncién es:

P q pva

nm< <
n<m<
n<<<

/5. NEGACION

Definicién

Negacién de una proposicién p es la mmeun Rl
obtenida anteponiendo el adverbio “

La tabla de verdad es:




mbolo '~ oca - del u
, *no_se da la posibilided de que”, “es fako que”,

cierto. guu z

'6. IMPLICACION MATERIAL O CONDICIONAL
Definicién

Se llama implicocién de ios praposiciomes © y Q @ lo propo-
Sicidn p => G cbtesids smtepamiends < ls primers lo polobra
il,yum’u‘o-ﬂ-#h.ﬁ-m

Las proposiciones p ¥ @ se llomon antecedente y consecuents,
respectivamente.
El tipo de

i6n es fommal y queda incluida en la pri
Esta diferencic se pone de memfiesto o través de los Souisntes
cjemplos:
ST un tridngalo ex eqSie ENTONCES cs isisceles.”
“SI apruebo el exewen. ENTONCES regreso o pie”.

En el segundo coso, & 70 se deriva necesriomente
dol ammsesciant ottt S ek g S Gt pemanal, cosa
que no ocurre en el primers.

Interesa inducir lo toble de vein g i imoicacdn, pora fo
cual mv:shgomm de
la misma. Sean las proposiciones.

p: Clondio se porss Sew.
q: Closdio % & e
Lo proposicién compuest &5
P=>q: §I Claudio se ports bew. ENTONCES oc ol cine.

Para Claudio seria inoceptoble, e decir folso, que se porte bien
y.n0 o lleven ol cine, Los demds pestsidades son verdadercs. £n
matemdtica ocurre lo mismo: sea falsa una li-
acién si el ontecedente: MMH

imbolicamente:  pa-~q es F

En consecuencia: ~(pa ~al es V.

Consideraremos entonces como equivalentes las_proposi
p=>q y -~br~d




£n tal coso, la tabla de verdad de lo implicacion material se
reduce a otras conocidas v la confeccionamos osi:

[ q ~q paA~q|~pa~qf p=>q
v v F F % v
v F v v F F
F v F F % v
F F v F % v

Insistimos en que no es necesario que exista relacién alguna
entre el antecedente y el consecuente de la implicacién material. Asi,
de acuerdo con la tabla anterior, si se tienen los proposiciones:

“Buenos Aires s una ciudad uruguaya”. F
a: 2 es un nimero impar”.

La implicacién o condicional

“St Buenos Aires es una ciudad uruguaye, entonces 2 es un mimero

impar”,
es verdadera

7. CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES

Sea la tabla de verdod de la implicacion

[ a

o

2wz
i

nm< <

v
£
v
F

Hay tres casos en que p => q es V, y en ellos, si p es V, q tam-
bién lo es; iptosipe F, q puede ser V o F. Suele decirse entonces,
:ucnde p=>qesV, que "p es condicién suficiente para q” y que
ondicién necesaria para p". Es decir: siendo p => q Ung pro-
P verdalere, s floe’

si p es V, entonces q es V (p es condicién suficiente para q) y



en el mismo coso, puede verificarse p sélo si se verifica q (q es
condicién necesaria para p).

Por ejemplo, doda lo implicacién vesdoders:
31 3n iriulo s epuhtion, ENTOMCES o et pemes
(1) que un tridugale ses comcte mticiesze
o aue e i e ) e g o
les, s condicion neceseris pere gue 2es equittes.
Son formas equivalentes @ ests condiciones, los siguientes:
Q si p lcondicin suficente
p sblo si q lcondicién necesaric)

8. BICONDICIONAL, DOBLE IMPLICAOON O EQUIVALENCIA
Sean las proposiciones:
p: “ABC e wn SriSngaio equildtero”
¢ “ABC & wm Srifuguio equidagulo”

ramos los impiicaciones: =3 ¥ § =>p, ocurre que

es condicién necessrie ¥ suficients pora la otro, en
civo coah se dice Ut son equivalentes, cusstién que se denoto con
el simbolo p &> q,que leeremes: 5 5 y s = &

Sl cM‘

Defini

roposiciones o y o, % Hems doble implicocién o
o proposicide & == )+ 3 = 2l

Su tabla de verdad es, en comsscusmcie:

Dadas los
bicondicion

P 9 s=3 | 3= pea
v % v v v
v F F v F
F v v F F
F F v % v

Resulta entonces, que el bicondicional es verdadero cuando p y 4
tienen el mismo valor de verdad, esto es, cuando ambas son simul-
téneamente verdaderas, o bien falsas. Cuando (:)q g5V, suele
decirse que p es condicién necesaria y seficioate para



3. TAUTOLOGIAS, CONTRADICCIONES
¥ LEYES DE CALCULO PROPOSICIONAL

Consideremos la implicac
o=>qnpl=>q
cuya tabla de verdad es:

P q [ p=a [e=>arp[lp=>aapl=aq
% v v v v
v F F F v
F v v F \4
F F v F v

Observamos aqui que la proposicién compuesta resulta siempre
verdadera, independientemente del valor de verdad de las componentes.
Se dice entonces que tal proposicién es una umuh,m o ley légica

Andlogamente o es, por ejemplo, p v ~

Sea en combio la proposicién: pA ~p P Su tobla deiverded e
muestra que resulta siempre falso, y por tal motivo se dice que es
una contradiccién.

En ol cdlculo proposicional son usuales las siguientes leyes o
tautologias:

1) Involucién ~(~ p) <> p
1) Asociatividad

a) de la disyuncién: (pvq)vr & pv@vn)

b) de la conjuncién: (pAQ)AT <> palanar)

@) de la conjuncién respecto de la disyunciéy

Pvayar & (panviaan

b) de la disyuncién respecto de la conjuncio

(Prqve & (vial@vo



V) Idempotencia
pvp o
pap =2
V) Leyes de De Morgan
) La n de
a) lu-m?:hl- e dmvamcon o ssersieats o
~ova) & paa

negacién de wms comjeacién es equivalente o lo dis-
mm-an-
~pA9 & v

La demostracién de cusiauess de los leyes enunciodas es muy
simple, y se reduce o i comsmcccn e o toblo de verdad corres
pondiente. Como ejemplo, proberemes esta Gitima:

o | a|-»|~a|praf-@ra| v |E/0E
Vi v F F v F F v
V: F F v F v v v
F viv F F v v v
F F IV M ® v v v
En légica bivalente, dodos n peopesiciones presenton tontos

-
posibilidades pora lo construceién de e febie de wead
riociones con repeti =

a n proposic De este modo, el lector podrs com-
s

es componentes.
probar que prelpedbh
tivas constan de 29— 8 filas.

10._IMPLICACIONES ASOCIADAS A UNA DADA

Sea el condicional p SR x e conaxién
con él se presentan ofs

apmbm

~p=>~q
%33 cuh-nulnmb. obtenidos por las permu:



scones o negociones posibles del artecedente’y) consacients de 1o
lepllcocion doda. Los cuotro. condiclonolés. propuestos recben ol
B ioshcacionts conleatien: 7 eTenil ek ER 0
ellas puede tomarse como directa. El siguiente esquema nos propor-
ciona la relacién que las vincula:

p=aq reciprocos a=>p

= e
5 i
€ ° (3
5 s
2
:
~p => ~q reciprocos ~q=>~p

Verificamos, mediante tablas de verdad, que los condicionales
contrarreciprocos son equivalentes

) a [p=>a[a= ~p=>-~a] ~a=~p
v % v v % %
v F F v % F
F v % F F %
F F % v % v

Es decir, son tautologias los bicondicionales:

P=>q) & (~q=>~p)
@=p) & (~p = ~q)

S lo implicacién directa es verdadero, nada podems oseguror

la_ implicacién reciproca y contraria. Por

otra punI Al ional se verifica junto con su reciproco

o contrario, entonces son validos los cuatro, y las proposiciones ante-
cedente y consecuente resultan equivalentes.

En motemdtica los teoremas se enuncion mediante una impli-




cacion cuyo antecedente es i hipotesis y el consecuente o tesis. De
ionales conjugados,

11. RAZONAMIENTO DEDUCTIVO WALDO
matemdtica interess o to0. ivo. Llo-
razonomiento ol por ordenado ((p) ; @), siendo (p) un con-
junto de proposiciones q una proposicion lla-

peemisas, y
-—-mhhadguﬁmmdumaem

razonomients es deductive s y sdlo si los premisas son
mmxmauv-ua S conchusitn, es decir, Si P, P

Liomamos regla de hﬁ—uh @ % *-‘a-‘a de razo-
nomianto indeperchecisn R proposicio-
‘Toutoldgico.

es la conclusién, se convierte en
Ejemplos de reglas de inferencic:
o) Modus ponens

P
p=a
q
terior es lo notocién clésica del condicional
l(vﬁth):)q, ll cual es una toutologia, como puede probarse
mediante tablos de ver
b) Modus tolens

pP=q

~»



Es decir, el condicional [(p=>q) A ~q] = ~p &5 una touto-
<) Ley del silogismo hipotético
p=q
q=r
p=>r
Esto significa que [(p => q) A (@ => 1] => (b =>1) es tauto-
légica.
En cambio el condicional
(p=>q) A al = p no es forma valida de razo-
namiento yo que la Sa s Vel e e T O
es tautolégico

| a ] p>a [p=ara] lb=ana=p
v v N v v
v i F F v
E ¥ ¥ W F
F F v F v

12. FUNCIONES PROPOSICIONALES Y CUANTIFICADORES

Tode propasicén singlar ctigna o un sueto porticlar ura
Ahora_bi edod

5

ropiedad detes
pmdx:ar!e e todos Jos individuos 6 sujetos, y n cada uno de e
se obtendrd una proposicién. Para esquematizar una situacién
e eate tipo, &1 P es la propiedad, denotaremos con el simbolo P0) ol

una funcién proposicional con una variable. P(x) no es una propo-
sicién; en consecuencia carece de sentido decir de una funcién pro-
icional que es V. o F; pero para cada x particular se convierte en
proposicion.

A

partir de funciones proposicionales es posible obtener propo-
siciones” generales medionts. @) proceso. llamado de. cuantificacién,

o) Sea la funcién proposicional:
P() 1 es mortal

consideramos como conjunto de posibles sujetos, el formado
por los seres humanos; ocurre entonces que todas las propo-



siciones porticulares que pueden obtenerse, son verdaderas.
En tol caso, podemos decir:
Cuslquiera gue sez = = ex morial
0 bien:
pore todo 2. = e el
0 si no:
P T

€l compo existencicl & =i mismo del ejemplo anterior. P(x)
se convierte en propesicién V' pora olgunos sujetos y F para
los restontes. Podemos decir entorces

Esiste cigts = saf que 3¢ verifica P(x)
Se tiene osi uno prepesicin que simbolizoremos con:
=/ D
Los simbolos Vi y 3x. se Nomon cesstificedores uni-
versal y existenciol afirmatives, respectwomente, los cuoles,
engendron propo-

ol om:.du @ una funcién proposiciondl,
siciones generales.

Definicin

Una funcién proposicional cosmtificade smiverssimente o5 V

si y sélo si son V todas les

nidas ol sustituir la varioble por sujetos singaleres del campo
cial.

Definicién

La cuantificacién existencial de una funcién proposici
V, si y sélo si olguna propesicién particular es V.

Los cnomlﬁoadons universal y existencial pueden ser negados.
Asi. lo negacién de la proposicién universal afirmativa:

“Todos los hombres son mortales”



= i proposicion existencial:
“Algun hombre no es mortal”.
Es decir, la negocién de (1) es:
Ix/ ~Pk) (&}
 Andlogamente,

rte en un cuant
Sicional negoda.

la_negacién de un cuantificador nmlﬂl se
tificodor aniversal respecto de fa

imbolicamente se tiene:

~[¥x: P] &> 3x/ ~P0)
~[3x / P(X)] & Yx: ~P(x)

Los cuantificadores s\mp\es se generalizan y se oplicon @ fun-
ciones proposicionales con més variobles, en cuyo caso se
bl irias ste, muy usicles an todo teo

mtematicn G exte caso e presenta o paibilidod e considerar
cuantificadores mixtos. Por e;emp!n

1) La conmutatividad de la adicion en todo conjunto numé-

rico se expresa medionte un cuantificador universal doble
afirmativo:

Vx ¥y se verifica x4y = y+x

La existencio de elemento neutro para una operacién de
s

grupo, se establece o través de un cuantificador doble exi
tencial universal

3o/ Vx se verifico: x 4e = e s x = x

siendo + la operacién que confiere al conjunto estructura

111) En el mismo ejemplo anterior de grupo, la existencia de el

mento inverso quedo establecida en funcion de un cuanti-
ficador doble universal existencial:

VxIx' /xs X = xex=e

con x' denotamos el inverso de x respecto de la ley del
grupo.

s

Como es muy simple verificar, las leyes asociativas y dis-
tributivas se simbolizan medionte cuantificadores triples.
Asi

¥x Vy Yz se verifica (x3y) %z = x#(ys2)



EJERCICIOS
1.— Mediante conectivos Iigicos, expressr smbiiicemeste las siguiestes propo-
siciones compuestas:

2) Leonardo pasa de grads o ssle de smcacmes.

@) Si Leonardo mo pere de grae, exsmces i de secacimer.
2.—Sea el condicionst:
Sl -1 emmen (2 1F = (-1
Enuncier las impicaciomes comgageds 3 el sas velores de V.
3. Dadas las propesicioncs mmies:

51 Lais lee. ENTONCES Stous excache.

mmma.—-v‘-—ﬂ.-—-.-h—-—-
para la otra; andlogemente cufl e comScste speseme.

5.— Construir la table de verdsd e is srapemcin
PDeDis=-a
6.— Demostrar Lo ley del slogisme Mipestcn
7.— Investigar si lo proposicids.
pray=>pi=>~q
es una regla de inferencia

8.— Demostrar que la negacién de v cusmsificador doble se obtiene aplicando
a ley de lo negacidn de loz cuswifcadires smples en forma sucesica.
oner en forma estrictamente smbdtics la definicion de limite de una
funcidn {(P) cuando P — P i
10.— Idem, la definicidn de contisuidad de ia funcion 1(P) en el punto P,






CAPITULO U

Teoria de conjuntos

De lo posibilidod intelecust de dscemic entre uno 0 varios obje-
fo, srgen ohutvmente o e de ik conjont. Exos -
ciones, que el hombre adguess y Sierencio desde lo primera etapa
de su evoluci ;&\ mentol, som, sim emborgo, mpcsibles dl definir expli-
citamente, pues todo infents sk camuce of empleo del mismo con-
cepto, generalmente presemtage bee m e polabes
conjunto sugiere de inmedice ko Kes = coleccn, ogre30dd, Ogr-
pamiento, grupo, close, csaciaciém, et . o cusl. 5 ien permite pre-
ciar la vastedad y riqueza gl ieme & smpcrcinar na sincnimic
fan extenso, no aclara el clcance v comemcs de temmna.

Se conviene entonces en csignar o concects camjemt &l coricter
de conceto iiial o

ial o primitivo.

o,m.mam—h——nam

10 o clom

La vida cnmmoﬁumq—* conjuntos ¥ o
maceso-

y sus_elementos por mindsculos.
ra indicar que un objeto es un elemento de un conjunto C,
= iz ol simbolo & " oo smbolo e pertenencia y s escrbs
C o pertenece o C).
in obieto b no forma parte del conjunto se escribe: b§C
(o penennct o Q).

Es conveniente destacar que unidod o elemento y conjunto
conceptas relativos, por cuanto fodo conjunto puede o su vez consi-
derarse como elemento de ofro, y un elemento de un conjunto puede
concebirse como conjunto de ofros entes que lo compongan.




Asi, una palabra es un conjunto de letros, pero o su vez &s un
una

nera constituyen distintos tipos u érdenes de conjuntos y se dice que
a través del proceso indicado se asciende en la escala de tipos. Cado
conjunto creado o expensas de ofros como elementos es de orden
superior a éstos.

locion de_pertenencio, al vincular un elemento con un
conjunto, permite este ascenso en la escalo.

Si un obisto a pertenece o un conjunto Cy éste es un elemento
de otro conjunto D, a no pertenece necesariamente a D. Por ejemplo:
si una biblioteca es un conjunto de libros y un libro es un conjunto
de hojas de papel, una de estas hojas no es un elemento del conjunto
biblioteco

importante, pues, saber discernir sin ambigiiedad si un objeto
es 0 no un elemento del coniunto, dodo, Eso se coaigue uno vex
fiodo un crierio que permita decidr sin lugor o dudes, si un ele-
mento cualquiera pertenece 0 no a un conjunto.
mtonces que el conjunto estd. determinado o definido,
debiendo entenderse esta Gitima palabra en el sentido de caracte:
2acién o individualizocién de "un'”

a
un” conjunto y no como fijacién del
clcance  contenido del concept, gendrico do conunto

A tal efecto hay dos métodos légicos que permiten definir o
determinar un. conjunto: por extensién y por comprensién

Definicién

Un conjunto se define po extensén, cuanda se nombran todes
los elementos que lo constituyes

La notacién es entonces:
<4 {a,b,c,d}
Indica que el conjunto C esté formado por los elementos encerrados
entre los lloves.
Ejemplos

A= (Pedro, Juan) i B =

1,3,57,9)

Este método es ol mds usual en la vida coriente, pero sblo es
aplicable o conjur imples, de un nimero finito y reducido de
Shemantos. En el dominio, de las cloncias y an. pariular da fa mte:
mético, no es opto, no sdlo por la imposibilidod de definir de tal
manera los conjuntos infinitos, sino tambiér por la necesidad de exten-
der los conceptos o entes abstractos que solo pueden caracterizarse
‘por medio de propiedades que los distinguen de los damés.




Recordamos que dor. ol G sonifca daii snurciodo
con una variable que s indica con e , en el cual x repre-
santo la voricble, el modoiie S S se sustituye por un
objeto a, P(x) se transforma en unc propesicién Plal, es decir, tiene
PR e

Fjemplos

P(z) es el enunciado “ ex w= mimers pe~

et
ot remiie € faoe 3 3o o S copress Jue icho mimrrD %0
Eumple o 7o pose 12 prepeeta

Dodos entonces e progsedod P6x) y un cbieto cualquiera o,
s6lo caben dos posibilicades. Pial = verdodera o Pla) es falsa.

Se dice que PGJ cefime um comunto C cuando se verifica:

SEC & Pial 5 verdodera
o bien
o€C &= Pal e foiso

Esto manerc de defimir um comjurto se llome por comprensidn.
Definicién

l‘l(lll.‘l-* compesspes cwsads s estoblece

reltive « ou chemmanten s 1 commimyen, o

pertenczca

Tods que todo cbjets que campla Sicke prapiaded
al conjunto y reciprocamente.

Se indica el conjunto csi definida con e mstecin
= [x/P63)

C es el conjunto cuyos elementos son x, soies e Pl

Ejomplos

) Si P(2) es la propieded de ser imero par, se tiene:
A = (z/ es un mimero par)

b) B = (z/z es un triénguio equildtero)

©) €= (2/z es un mimero racional A4<z<5)

Cualquier propiedad define, pues, un conjunto: el cunjunto de
los elementos que tienen esa propit



Cabe destacar, sin emborgo, que existen olguncs
scopon ol seniido mmmvo ol concopts conkio e et e
muzlbn artarior y esa causa condujeron a comienzes del
ol dateubrimints de 108 famoses Canlioele IS
dcms de lu teoria de conjuntos. Sea por ejemplo la propiedad X ex
es decir, un conjunto que no es elemento de si mismo y formemes e
conjunto A cuyos elementos poseen esa propiedad

A= (X/XEX)
L prymits cadion e bryect /A s o
si mismo? Caben dos

Si AEA: A no :umnlu Ia propledud que define o A y por lo
tanto.

5

AgA
Si AEA: A cumple lo propiedad y por lo tanto
AEA
Es decir, ambas hipdtesis conducen @ la conclusién inversa o sea
o una contradiccién.
tra. propiedad no menos contradictoria y s la de consi-
derar el conjunto formado por todos los conjuntos existentes. Tal
conjunto, por lo tanto, debe contenerse a si mismo como elemento
esto lleva a considerar el conjunto de todos los conjuntos que no
forman parte de si mismos como el A del ejemplo anterior, o cual
lleva @ una contradiccién, como se ha visto.
ste descubrimiento condujo @ Bertrand Russell @ uno revision
de las hipétesis de la teoria de conjuntos y @ formular su feoria de
tipos Las paradojes citados provienen justamente de uno confusicn
de tipos y de la concepcién de closes impuras, es decir, clases de la
e A o e e oot
una ascensién en'la escala de

2. CONJUNTOS ESPECIALES
1) Conjunto vacio

Si se da una proposicién contradictoria, es decir, qut
siempre falso, se s - cnieurovu

V = (x/P() es vacio &> ¥x, P(x) es falso.
Ejemplos:
V= (s/7€C Az gC)

{2/ = mimero natural par A 2<z<4)
{2/% es un poligono convezo de tres lados y cuatro




Corolario

Un conjunto vacio carece de clementos.

Es inmediato, pues si la mubbﬁ‘uw
dictoria no existe ningin elements que i sctsione.

V es un conjunto vacis &> Yx x€V.

Es el conjuntc formads per = solo slemento.
=t
Se lo indica tombién con ks metacin.

o} = x/x=0)
0 sea:
x€fs) = x=0

reniendo en cuento que ko expeesn x — ica que x y a son
dinticon” ¥ porlo T RS Sl s coos rapresenton un
mismo objet
Observacién
El conjunto (o) y el slements o son camceptos distintos y o
deben confundirse. Es claro que.
a€fa); ped &= el

oues en caso contraro se llege 0 aie (G E o st 2= 1o
visto en la observacion de la pagina

et o1 coniiic A AR
se cumple que a = a y por lo fanto A — (x/x=g) Lueso

A = (a.0) = (o)

Lo mismo ocurre con el conjunts A = (2.5, 8], etc.

1) Referencial o conjunto universal

Es o conjunto constituide por todos los clementos que estudia
una teoria determinade.

Ejemplos

Para el botdnico, el referencial estd constituido por todos los seres vegetales
existentes. 22



2%

5 1o teorfa de los nimeros reales, el referencial xté formada por todes
1 wimeros reales.

Suele dorse ol referenciol el nombre de conjunto universal,
entendiéndose este concepto como relativo a los elementos que se
considere en la teoria y sélo a ellos

RELACIONES ENTRE CONJUNTOS
1) Inclusién

Definicién

Se dice que un conjunto A esté incl n otro Onl
o208 A et wbconjunts o parts de B, o 6l ot foden o
lementos de A pertenccen también o B

A incluido en B & x€A = x€B

De acuerdo con esta definicion todo njonks A puede ser
considerado como una parte de si mismo. En

A incluido en A, pues xEA => x €A
wondo la inclusién contempla lo_posibilidad anterior se dice
que es amplia y se indica con el sim!
AC B &> x€A => X€EB

Si existen elementos de B que no Ehial ol conjunto A, se
dice que la inclusién es estricta o propia, o que A es un subcur\,unta
propio o una parte propia de B. Se indica con el simbolo

AC B & [XEA => x€EB] ady/yEBA Y gA

Tl
A = 2/ e mimero natural ar) y N = (/e wimero natural)
acw
A= (s/5 e un cuadrodo) y B = (217 es wn rctingulo)
acs
= (abicdie) ¥ D= (b.e)
bce

Los relociones _anteriores pueden expresarse de la_siguiente
manera: B2 A 0 B D A que se leen: B contiene A o B contiene
PR AL aspaciwmante.



Corolario

Si un conjunto es vocic emd inciside en cusiquier ofro con-
junto.

V es vacio A A es un conjunto = ¥ © A pussio que
XEV => x €A e verdodem, pues x€V e folso

11) lgualdod de conjuntes
Definicién

Dos conjuntos sem igesies cesndo contienen los mismos ele-
mentos.

Es decir, mmummal segundo y reci-
procamente. ' Se indice.

A =Bé&> xEA = x€8) A (yEB = yEA
0 sea

A=BoACEABCA
Observacién

La igualdad entre conjurtos debe smtendesse. de ocuerdo Con
o definiciom, com identidad. E& dack & — B sgifico que A y B
son conjuntos “idénticos™ y per o s con A y 8 = s o
un mismo conjunto.
uando se cambio lo propiedad Gue defime o en comjunto PO

otra bgicamente Squivalente, s cbene o misms conpanta; &5 deci,
los dos conjuntos asi definidos son igucies.
Si PO &> Q)
A= (x/PR) y B = (x/QW)
Resuito:
A=38
Ejemplos

A = (/% es un iriéngulo equibnguio) 2
{57= i O ) > 4 ~ ®

Corolario

El conjunto vacio es Gnico.

25
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En efecto, si V y V son conjuntos vacios, se verifica

V C V' pues xEV => xEV' es verdadero, por ser falsas
ambos términos de la implicacion

Andlogamente V' C V. Por lo tanto por definicién de conjun-
tos iguales
V=

indica entonces el conjunto vacio por medio de un dnico
snmbclo & (letra escandinava)

Propiedades de la_inclusion
a) Reflexividod:
Todo conjunto estd incluido en si mismo.
VYA ,ACA
b) Antisimetria:
(ACBABCA =>A=8
Se cumple por la def

ién de igualdod de conjuntos.

<) Transitividad:
(ACBABC O =>ACC
En efecto: AC B => (x€A => x€B) a
BC C = (x€B => x€Q) @
De(Dy(2: x€EA = x€C) =ACC
Como se veré mds adelante, estos tres pmpledodzs G
a la inclusién entre conjuntos como una relacion de

1V) Diagrames de Venn

Como recurso didéctico para facilitar la comprensién de algunos
cm:optos relativos a la teoria de conjuntos es Gtil y comodo
de los diogramas de Venn, Consisten en representar los conjuntos por

aclara que este recurso puede usarse para ndar a la intuicién, pero
nunca constituye un método de demostraciér
L nclusion do conjumtos se representa ds la siguiente maneral

: ACB

B




V) Conjunto de las partes o families de los partes

Definicién
i o = e ke
d.hL-n-AF.du-i- coyes clementos son

Se indica con lo notackn P
PIE) = (X/XCE oses XEPO o XCE

Si E no es vacio, tiene por i mencs dos subconjuntos distintos,

el vacioy E.
cEPE® y EEPE

Si E es el conjuntc umssrie U, s5io tiene dos subconjuntos dis-
tintos: 2y U,

Luego PIU) = (2,1 & B PU) = (2, (u})

i 10 es vocio of e, ademds de 2 y E, 3on subeonjuntes
todos los que se pueden former = smenscs de sus &

Sea E=fabc

PO = (2, (o), [b). fek fa Bl W<l fe. . fa. b))

i E tiene n elementos el nimens de slements de P10 e iguol
@21, como puede i i
Se demuestra rigurosamente por mede de cemcois de mduccin
completa

De aqui deriva el nombre de petescial con Gue 5= designa gene-
ralmente al conjunto P(

4. OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS.

Dado un referenciol E, sus sorse o com-
binarse de distintas maneras, dondo kuger @ ctres subconguntos de E.
Las leyes o criterios fijados o tal efects fas Hlomodas ope-
raciones entre conjuntos. En lo que sigue se fendrd en que
los conjuntos que intervienen e cade son partes de un
mismo referencia

1) Complementacién

Definicidn

Se llama complemento de un conjunto A con respecto a un



reierencial E al conjunto(; A formado por los clementos de £
que no pertenecen a A.
S ACEes(zA = (x/xEEAxEA]
Osea: x€(: A = x€EAxFA
Cuando no hay ombigiiedad respecto ol referencial de que =
trata puede escribirse abreviadomente:
CA = (x/x@A] osea: xE(A & xEA

En lugor de [ A también son usuales los simbolos A’, ~A, —
complementacion en la teoria conjuntisto corresponde’ a &
negacién en el céleulo proposicional.

Ejemplos
© B=(abede A=(ade
= (b
8) = Conjunto de los mimeros naturales.

Conjunto de los mimeros naturales que son miltiplos de 2
Conjunto de los mimeros naturales impares.

Corolario
El complemento del complemento de un conjunto es este con-
junto.

(A = A

Es inmediato de ocuerdo con la definicién anterior.
1) Interseccién

Definicién

Dados dos conjuntos A y B, se llama interseccidn de ambos
o conitnte cuyor sementss parenecen simultdneamente o
Aya

Se indica con la notacién A .8,
ANB = (x/x€A A x€B}
0 se0

x€EANB & xEA A xEB



@ A= (ubede) y n~(u,l')

=feq)
b) A= (2/7 et rectinguio) 3 B = fz4= e memie)
ANE = (z/z = conate}
interseccién entre conjurecs comesonde © lo canjuncién en

el té!culo pr
La definicién se extiende of caso de més de dos conjuntos.

Definicién

don compemtn Ay 8 son disjntos oy sélo i
st = = i

Ay B sn st ANB =12
Ejemplo

StA es el conjunto de mimenss peves 3 3  de los impares, entonces
anz=¢

W) Reunidn o unién
Definicién

Dodos dos conjuntos A y 5, e Hame reemién = smide de fos
mismos ol conjunto de todos ies slementos que pertenecen o
8.

Se indica con la notacién A U &

AUB = [x/x€Av x€B)
0 sea:

Xx€EAUB & xEAv x€B

Ejemplo

A=(ubede) v B=(adaf)
AUB = tabcde)



unién entre conjuntos corresponde o lo disyuncién en el
<sieulo proposicional.
Se extiende la definicion ol caso de mds de dos conjuntes

1V) Diferencia

Definicién
Dados dos conjuntos A y B se llama diferencia entre A y B al
conjunto formado por los clementos de A que no pertenccen
aB.

Se indica con la notocién: A—B
A—B = (x/xEA A x§B)
Ejemplo
A = (x/znimero natural por}) y B = (x/x es un wimero prinio)

A—B = {2/ nimero natural par distinto de 2}

V) Diferencia simétrica

Definicién

Dados dos conjuntos A y B se llama diferencia simétrica entre
Ay B ol conjunto formado por los elementos de A que mo
pertenccen a B o por los clementos de B que no pertenecen

aA.
Se indica A A B

AaB = (x/(x€A A x§B) v (xEB 1 x§A)
0 sea:

XxEAAB & (xEA A x§B) v (xEB A xFA)
Se observa de inmediato que A A B = (A—B) U (B—A)

E= (123,456) . A= (L3,5) y B= (L24)
AAB=(2345)



Utlizendo los diogrames de Ve se T il
E por un recténgulo y los subconjuntos interiores ol
okt fos oparec it apier MR B

EeAie

5. PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS

o e = S ovie
, que guardan estrechs selacem com ks cperaciones
e e e = £
demostraciones de aquélias.
) Conmutatividod de le intersecciéa
ANB nA
Corresponde o lo conmutatividad de ko compencién Kgica
Paq & qap

b) Conmutatividad de lo unién
AUB =BUA
Corresponde o o conmutativided de lo disyuncién légica
pva & avp
< Asociatividad de lo interseccisn
(AnBINC=ANEBNO
Corresponde a la asociativided de la conjuncién légica
(P aqlar &palqan 31



d) Asociatividad la unién
(AUBUC = AUBUC
Corresponde a la asociatividad de la disyuncién lgica
Gva)ve & pviqv
ributividad de la unién con respecto a la interseccién y
viceversa

AUBNC)
ANBUC)

(AUB)N(AUC)
=(ANBUANC)

C der i a la
la disyuncién con respecto a la conjuncién y de ésta con
respecto a la pri

PY@AD & (pVaApYD
PA@YD & (pAaQvpaD

De Morgan
(AUBY = A'NB
(AnBY = AU
Corresponden  los respectivs leyes do Do Margan sa-
tivas a lo disyuncién y o lo conjuncién.
~pva & ~pa~q
~(prq) & ~pv=q

f

Como puede advertirse, la unién y la interseccién de conjunt
poseen propiedades andlogas. Este parolelismo deja de subsistir si
en la composicion de unién o de_interseccion aparecen , E o el
complemento del conjunto dado. En efecto se verifica:

P A contradictoria es contradictorio
p v contradictoria es p.

p A tautologia es p

p ¥ tautologla es tautologia

p A ~p es contradictoria

PV ~p es tautologia

lo negacién de una contradiccién es una
tautologia
la negacién de una tautologia es una con-
pencliciAn




Lo demostracién de las propiedades onteriores es simple y sblo
requiere la aplicacién de los definiciones relotivas o fs cperaciones
propasicional.

Ademés, etre coni
el rozonamiento debe hocerse e~ dos semtides, &5 dech, demestror o
implicacién a la derecho y & Je

A titulo de ejemplo s da k= demostmciin de wne de dichas pro-
piedades y se recomiendan los restames como spercicio pora of lector.

Teorema
AUBNC = AuEInALO
Se demuestra primens k= smphcacién o lo derecho, 0 se0
T) xEAUBACE = xEMAUBIN(AUC)
En efecto: xEMALENC) = xEA v XEBNC) =
= x€EAV (xEB A xEQ = xEA v xE€B) 4 (xEAV XEQ) =
= xEAUB) AxEMALQ = xEFAUBIN(AUC]
Implicacién o lo izguente, o sex
T) x€E(AUBINAUCE = =EALENO]
Pues xE[AUBINIAUCH = x€EALD +xEALO =
= (x€EA v x€B & xEA Y x€0 =
= (xEA A xEA) v (x€A 2 €0
(xEB A xEA) v (xEB 4 xEQ =

= x€A vxEANC) vxEANE »xEBN O =
= x€A v xE(BNC) = xEAULENT]

o. CUPLA O PAR ORDENADO

Definicién
Dados dos subconjuntos A y B de un referencial, s llama
cupla o par ordenado ol ente (o ; b) formado por un clemento
de Ay un elemento de B, en ess orden.

0 sea o expensos de dos objetos a y b pertenecientes respec-
tivomente o los conjuntes A y B se tiene. un fercer cbisto ¢ aue

w



s indica (a ; b), conceptualmente distinto de los elementos o y b consi-
Srodos 1ndmdua|m-me que se toman para definirlo. En particular,
puede ser

Ejemplo

4 B son dos subconjuntos del conjunto de los mimeros reales y se
considea el land reerido o wn sstema de ejes curesonc, cada punto del
plano de abscisa x €A y ordenada y €B es una cupla (z;y). Aqui se advierte
1a'mportancia del orden en' que s¢  enuncion los Clementos, pues P = (21)
es en general distinto de P’ =

Axioma de igualdad

Si el ente c es el par ordenado (a; b) y el ¢’ el par ordenado
(a;B), entonces c = ¢’ <> a =o' Ab=b
Osea (a;b) = (@ib) Sa=adab =b
el R S O
nentes de un par ordenado. En efecto: dado el par ordenado z, exis-
L e Phea
tos satisfacen la propiedad de constituir una cupla; ‘es decir, se tiene
una propiedod con dos variables x ¢y En virtud del axioma de igual
dad, todos los objetos tales que al reemplozar la variable x por uno
de ellos satisfacen la propiedad constituyen un conjunto unitario, o
sea existe un salo objeto x que la veri
ndlogaments, dado 2 = (X; ) existe un dnico objeto y que so-
tisface la propiedad de pertenecer al por ordenado. Luego, tiene
sentido la siguiente:

Definicidn
Dado el par ordenado z = (x;y), se llama primera proyec-

cién o primera componente de ol clemento x y se llema se-
gunda proyeccion o segunda componente de  al elemento y

x=pn@ ; y=prf)

Los, conceptos precedentes se extienden permitiendd la creacion
de nuevos entes o expensas de tres o mds obijetos.

Definicién

Dados tres subcenjuntos A, B y C de un mismo referenciol, se
lloma triplo, triplete o terna ordenada ol objeto u formado
por un clemento de A, uno de B y uno de C en ese orden.

= (o;bjc) / (o; b; ) = [(o; b); e




Corolario

Lo condicién necesaria y seficiente pars que dos temes sean
iguales es que lo sean sus respectives compementes.

Siu=(obhc y o =HibEe]l ¥y s=w
debe ser por el axioma de igusiias

;b =W@:¥ y c=c, o
. B=Fy c=c

Definicién
Dados . N de un referencial, se llama

subcoajemess £
n-upla of objete - fsemads por un clemento de A, uno de B,
etc., uno de N, en ese oeden.

= (@bg...;m & u = {ilg;bhicLd;...;n)

7. PRODUCTO CARTESIANO

Definicién
Dados dos conjuntes A y . e Seme pedects comesianc o
conjunto cuyos e todes _l- coye primers

i
composdnis pirtansis Sy Mgt e
AxB = (lo;b)/o€A a BES;

Ejemplos

o A= (aae) ¥ B= (AN
AxB = ((@:D), (838, (/B0 (8N G 2B, (a7380)
»

AxB

a A 35



Si A = B, el producto cartesiono AxA se suele indicar A"
Este conjunto contiene en particular los elementos (x; x) siendo x €A

Definicién

Se llama diagonal del producto cartesiano A x A ai subcon-
Junto formiads por ks cuplas dal tipe (x: )

Observacién

El producto cartesiano no es, en general, conmutativo. Es decir,
AXB es distinto de Bx A, pues segin se ha visto, o cupla (a; b)
no es igual o la (b; o)

Lo definicién de producto cartesiano se extiende ol caso de
varios conjuntos.

juntos | N, se llama producto cartesiano
dichos :ullnnh i conjunto P, cuyos as
n-uplas formadas con elementos respectiv
tes o cada uno de los conjuntos dados.

P = AxBxCx xN &

& P = (la;bic; i)/ a€A A bEB A A nEN)

nte perten



1.— Sean dos conjuntos X ¢ Y. Demostrer que X C ¥ &5 F(X) CP(Y)
2.— Demostrar las siguientes propledades exsnciates o= € tezie
a) Conmutatividad y asociatividat de is moemeccite de compmts:
b) Conmutatividad y asocieswidat de is wwte de s
©) Distributivided de s sierseccatn com mempecto @ i wmin.
d) Leyes de De Morgen.

3.— Si 2" es el conjunto de lox entemm pases § s cousideren los subconun.
tos A = {2/ = maltiple de %)

wane (a4 afwaun olan(s
Demostror gue-

a) ACBAACCESSACENC)_ _

b ACB &> AnB =42

o ACBACCESSUUOCSE

d) ACB & AU
Demostrar las sigwientes siemsstates cxive comjeaios
@ (A-BNB=2

B AUB-A=AUS
) A-B=A-(ANE) = AUS -3
d) AAB= (AUB) - 405

6. Hallar el resultado de:

a) (AUBYUICA N (B

» @auBniCa n (Bl

©) (ANB)—ATU(B - (408

) (A -B)UAIN [(@UA) UBI

i Ay B son dos conjuntos, demostrer gue
AxB-¢&>A-2vE=2

8.— i A, B, X ¢ Y son conjuntos demestrer que
(ACXABC Y) =>4xBC Xa¥

andprm‘ummdah'u--hmhmlm
del ejercicio an






Lo idea de establecer wma selocién entre dos o mas objetos es
utilizada frecuentemente &= masematics y en la vida cotidiana. Es
comiin det:rminur relociones medionte froses como “es padre de”,

“admira o', “esté por encime e, “es més fino que", “es del mis-
mo color que”, En geomessie slemental se emplean continuamente
los expresiones “es semejoste =", “es congruente con’, “es para-
lela o, es perpendiculor = G eritmética “es mayor que”, “es
igual a”, “es milltiplo de*

relaciones, mh_-:ﬁwﬁmdemdocm

b pertenecen o relaciones temarias, tambiin e &= mtematicc

1. RELACION BINARIA

Sea A el conjunto de escritores y B of conjurts de sus cbros feo-
trales.

Si se considera la propiedad “es cusiar S ¥ se vinculo, o través.
de ello, un ser humano o, con wme sbes de feotro b, entonces la
proposicién “a es autor de b pusde ser faisa o verdodera.

Es decir, la propiedod plx; y) = “x &s outor de y” es una fun-
cién proposi de dos varicbles.

En particular

2

P(Cané ; Juvenlia) = Coné es autor de Juvenilia
U p(Sdenz ; Romeo y Julieta) — Sdenz es autor de Romeo y Julieta
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roposiciones que vinculan elementos de los canjuntcs dados.
o primera verdedera y la segunda folsa
El par (Cané; Juvenilia) estd relacionado por la propiedad exigido,
© bien, Cané esté en Ia relacién p con Juvmv'lc
S seleccionon as,entre fodos s pares ordenades posiles,
llos pares que verifican lo rel e o ek q.-uu
definido, por comprensién, el cm,umo de cuplas de autores
re;pechvns obras teatrales.
bien, esta seleccién de pares ordenados entre elementos
de dos conjuntos puede ser totalmente urbltmrlo
or ejemplo, si se desea vincular cada vocal con un color, pueds.
definirse, simplemente por extensién, el siguiente conjunto:

{(@: blanco) , (e 7ofo) , (4;verde) , (o azal) , (u;vojo)}

¥ la relcin esoblecida entre voclesy coloes o corresonde a -
guna propiedad caracteristic

Ramita Wogico entonces, define una relocién binaria como) U
conjunto de cuplas o pares or

Definicién

R e re elementos de los conjuntos A
yBuyl‘loinunwknhmddmnMu

Esto es, R C AxB

Es usual designar ol conjunto A conjunto de partida y al B con-
junto de llegada.
Doda 1 elacién . ol ol por crdariodo (3 : ) ER o e e
“a esté en la relocién R respecto de b y se indica a R
S/ e e conjinto o m elamantcs y 8 i comun!o de n dle-
mmwﬂs, el conjunto AxB tiene m-n elementos. por lo
tonto, 2= subconjuntos de Ax s o seq, 2-- posibles mlocxcnes entre
los elementos de ambos conjur
Si los conjuntos A y B son lguule‘, entonces R es una rel
S0 i imcrhon el o AL ke arende . e st el
cién en A,

se ha visto, una relacién entre conjuntos puede dete
finares mediots bk i @ ko e cerriondecia, o ke
cando el conjunto de pares que le pertenecen.

Ejemplos
6) Ses 4 = (0,1,3) Se define (a;b) ER &> b>a=1

=

(€0:0), 031),10:2), (1:1), (1:2),(2:2))



e - (isaes NG + o i
= (d:9).@in. @:0)

ezomcer
gd.m,u.-nvu.n; o wme reicate defenda o
scm

) Ses T = (x/3 tribagalo o= o ploms saciden)
aq-u HERSSsms e e cme e Seme wm

& Con §= (-/..,_,.u-—u;ue.a.-u-.
b
results o C 5 3 or comsspuiente o ex wag relacitn en 5.

Dominio o primera proyecciée

e
Es decir, xEDIRI &> = € A » HES/x;y) €EX

Recorrido o segunde proyeccién

i)

YERR) & y€B » EA .9 ER

Si (x5 y) ER se dice que ¥ es imogen de x o frowis de R
El rec rdcde na funcién susle demommorse tombién rango

o contr
Ejemplos
@ A = (s/2 nimero vest)
R= ((z10) fym V) Acarucibn: VE=|z|

El dominio de la relocién es el conjunto de los nimeros reales,
mmmus que su recorrido es el conjunto de los nimeros reales no
negati
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) N = (a/a mimero natural na>1}
(a:b) €0 &> I EN/b=a ¢

E domirio de la relocién es ol mismo conjunto N,
su recorrido es el conjunto de los nimeros no p

B asto sjemplo, Ia relacién g b 55 loe a divids @ b7 0 "a es
divisor de b” o “b es mdltiplo de a” o b es divisible por o y se in-
dicaa|b

tros que

Relacién inversa

Definicién

1R o8 una)relackte defin un conjunto
Chén dmvutiu 65 R ol conjunte R = {(Y,x)/(x THER)

Ejemplos
@ s A= (0L2) (©:2),0:0, @),
entonces RS = ((230),(0:1), (1:2))

) Si A= (L23.4) ¥R = (1D, @D, @),
entonces Rt = R

Representacién gréfica

idea fundamental en geometria analitica es la correspon-
dencia que se establece entre cupias de nmeros reales y puntos de un
plano. Es decir, a cada punto del plano le corresponde un dnico ele-
mento del producto cartesiano R xR y a cada elemento de R x
S crasperiia ) Golcs punto el plono:

Esta idea se puede extender a cualquier conjunto de cuplas, ha-
ciéndole corresponder biunivocamente @ cada cupla un punto del plano

cartesiano.
Por lo tanto, dada una relacién R , si sobre el eje de abscisas se
onsideran los elementos del conjunto de partida y sobre el eje de

ordenudns los del conjunto de llegado, queda formada una cuadricula

donde se pueden seralar los vértices que corresponden a pares orde-
e R

Eiemplo

Ses A = (Juan, Alicia, Esteban)
Se defime =Ry <= nicial de x “es anterior a” inicial de Y
Result

42 R = ((Alicis: Estebon) . (Aliia; Juan) , (Esteban ; Juam)}



Gréficamente:

Juon

Estebon [T

Alicia =

Alice  Esebon  Juon
2. RELACION N-ARIA
uede generclizer i3 Sefimiciin de relocién binaria conside-
femos ordenodas

Se puede
rando, en lugar de pores sedemedes. s, cuaternas
ordenadas, etc.

Definicidn
R es una relaciéa n-aris satee =~ compuntes £ 5 C O, N
(nnn;?)-y&‘l--#*-“
producto AxBxCx =N

Ejemplo

A= (0.1.25.4)
R = ((0:132).(1:3:

R es una relacion ternaria defemds o= A&

3. PROPIEDADES DE LAS RELACIONES BSMARIAS

Una relacién binaric ‘R entee slementos de un conjunto A puede
ser

1) reflexiva: Vx x€A = Ix;0ER
2) no-reflexiva:  3x/x€A & x WER
3) o-reflexiva: Vi x€A = x;x0ER
La propiedod 2 es la negacién de la propiedad reflexiva.




En el caso 3 ninguna cupla con elementos iguales pertenece ©
relacién.

4) simétrica @;BER => (b;0ER

5) no-simétric 3a; D ER/ (b; o) R

6) a-simétrica: (@;DER = b; R

7) anti-simétrico: [(o;b)ER A (b; ) ER] = a = b

8) transitiva: a;D)ER Alb;c)ER] = (0,0 ER

9) no-transitiva:  Aa;b)ER A3b;)ER/(0; 0§ R

10) atransitiva:  [(0;B)ER A (b; ) ER] = (@; ) ER

11) fineal o conexa: [a €A A bEA na % b] = [(@;D)ER ¥
;0 €R)

Ley de tricotomia: Yo €A, YbEA: aRb ¥ bRa ¥ a=b

Ejemplos

8) Sea A= (abede)y R =((@:b),(ci0), @:ie)
R es noreflexiva pues (c;c) ER, pero (a; n>¢ﬁ B ER, ete
R er nosimdtrcs pues (¢:c) ER =5 (c:0) €R, pero (0;1) €

®3 a)gfav(d SeR atesar

o7 rnstiv pues w0 oy pars, de clemenos que l'qnm el ante
impicacitn d tranaieidad: por lo o, o se flzo f niece

G i o vendatioe o e chuo o s o . el
nlatulxe trivialmente.
R 1o es lineal pues asc A (a;c)§ R A (cia) €R, ete.

0 s N»(a,l‘g; ¥R = (00,031, @:0)
R es reflexiva pues (0;0) €R. (1:1) ER ¥ (2:2) ER
R o simiicn purs 016) R =2 0101 €2

R = (
Ginex 3 Ginen
R es transitiva trivialmente.

TIPOS DE RELACIONES

Las relaciones binaries definidas en un conjunto pueden cumplir
© no los propiedades anteriores. Las relaciones més usuales en mo-

@) relociones de equivalencia
b) relociones de orden
44 <) relociones funcionales o aplicaciones



4. RELACIONES DE EQUIVALENCIA

Definicién
Unululhhl—d-ﬂ--*‘.-ﬁ-—-—l—&i
y 360 si es reflexive,

0 seq, una relocién binoric R (smboizade ~) en un conjunto
Aummma\em-yﬂ-. ‘posee los siguientes
propiedades:

£ :0€A=>e~a
£:c~b=b~a
E:fe~ba b~c] => 0~c
Houpies
@) La relacién de ‘médalo =" parc n ndmero natural, definida

“comgracacic
en el conjunto de lex mimeres exteros, es una relacidn de equivalencia.

Sea Z el conjunto de los extemss y am b, &> ¢ — b=13q con g €2

By :Va€Z,0-0=0 =5 =iy

By Va€z Yo€z

-3-9

33 =
o smdy—

Ey:Va€Z, Vb E€Z Ve L. ad—c=¥] =
=

= e-c=dg<y
o e SRS

) Otrasrelaciones de equivelencie:

A = {0/ mimero natural) y R - “emtice ==

B = (b/b circulo en el plaso escliden) 3 % - “Heme fgut v que”

€ = (c/c tritnqulo en el plono exciideo) 3 % “Seme gust &res quc”

D = (p/p es una proposicidn) § R = "= y e =

Clases do squivalencia y conjunto cociente

Ya se ha probado que lo relocin de congruencic médulo n , de-
finida sobre el conjunts. Z de los enteres, & uno relocidn de equi-
valencia.

Si se considera en especial | congruencia médulo 3, esta relacién
separa a los nimeros enteros en tres ciases no vacias y disjuntas:

Z,=(...,—9,-6,-3,0,3,6,...)
Zy= (o BB N A, T o  )
Zy=(...,~7,-4,-1,2,5,8,..)
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Se que cada nimero entero pertenece o
e estos subcmmnlusde Sy e oo e 2o 2, 4 z,sd mm o2

Mas a\m‘ Z,. puede ser caracterizado como el
B meros nteres Sculvalantes’ .01 (00d ke ——
de Z)y svmdam\eme Z,y

05 Z,, 2,y Z se llaman clases de equivalencia de-

Ok honla cont el obcolciS Kbl

El conjunto formado por estas tres closes de equivalencia es el
conjunto cociente de Z sobre la congruencia médulo 3, y se indica
2/=

2= = (T, 21, T3}

Por [0 tanto, toda relacién de equivalencia R, definida en un
conjunto A, separa a los elementos de A en subconjuntos no vacios y
disjuntos dos a dos, llamados clases de equivalencia, segin la siguiente:

Definicién

si C,
de A cquivalentes al elemento ..
C = (x/x€EA A x~a)

El conjunto ‘de todas los clases de equivalencia correspondientes
a una relacién ~ es el conjunto cociente, de acuerdo con la siguiente:

Definicién
A/~esel :on|unlu cociente del conjunto A sobre la relacién
de equivalencia definida en A, si y sélo si es el w.|ume
de todas las cle ncio dmmlnudul sobre A por
dicha relacién.

Pusden considerarse ahoro clgunas propiedades de las clases de
equivalencia definidas en un conjunto A.

Lema 1

Si un dlemento b pertnece o une clase do equivalencia C.,
entonces C, = C,. Oseq, b€C, = C =G
Demostrocién:

para probor la xgx.aldod de cﬁmumos mdl(ndﬂ en la tesis, deberd
46 probarse 19 G, C C 29 G



19 x€C, = x~b por definicién de clase de equivalencia
bEC, => b~o por hipitesis y definicién de C
(x~bab~a) =5 x~0o por transitividad
x~0 = xEC, por definicién de &
luego, (x€C, = x€CI & C.C G (1) por definicion de inclusian
29 x€C, = x~a por definicin de C,
bEC, = b~a por hipitesis y definicién de G
b~a = a~b por simetric
(x~ana~b) = x~b por transitividod
luego, (xE€C, => x€C,) & C. € C, (2) por def. de inclusién
De() y @ : G=0C
Lema 2

Dos clementos son equivalentes si y sélo si pertenecen a lo
misma clase de equivalencia. O ses,a~b <> C,=C,

19 parte: a~b= G =C
Demostracién:
19 x€C, => x~a por definicién de C.

29)
porhip. a~b => b~a por simetric
[(x~b) A (b~0)] = x~a por transitividod
x~0 = x€C, por definicién de &
oseo, CGCC @
De y @:GC =6
2 parte: G=C = o~b
Demostracién:

6=C & x€C & x€C)
luego, 0 €C, = o €C,
a€C, = a~b 47



u«-ehmdoquh-huhmunmu-h enton-
ces dichas clases 0 seq,
(= nC.,‘D:Q Q
Demostracién:
Cun Cont @ => [@x/xEC, n xE€C,]  por definicién de in-
terseccion y de &
XEC, => x~a por definicién de C,
X€C, = x~b por definicién de G,
(x~0) A (x~b)] = a~b por simetria y transitividad
a~b => G,= C, por lema 2

Lema 4
Si dos clases do equivalencia C, y Gy oon dinpmten, entoncas
elemento  no es equivalente al elemento b
GNGC =2 =por

Lema 5

Si dos elomentos pertenccen o clases dif m-mn-, entonces di-
chos elementos no son equival

(xEC, A YEC A C#C) = x4y
PARTICION DE UN CONJUNTO

Lo sere de femas anteriores permite demostor, segin

indicado, que toda relac; lencia definida en un conjunto
ra o sus element manera dnico, en clases no vacias y dis-

Juntas dos @ dos, e decic, tablace una ferticién:del conjunto dado,

Definicién
Un conjunto (A As A, A, } de subconjuntos no va-
e centeniu™A o whd particiop 2o Aty ot
1) A es la wnién de A, A, Ay Es decir, A = UA,

2) lo interseccion de dos subconjuntos distintos es el conjunto



lemés, toda particién de un canjunto define sobre el mismo una
relacién de equivalencia.

llega asi, ol siguiente enunciado, bésico en of estudio de relo-
ciones de equivalencia:

Teorema fundamental

Rnuuuhdﬁbqﬂ—k comimats A 5y sslo 5
determing wne perticién de A
)N~u---|—l-.#-t—».--d—-h-
una particién
D-mmdnmha-h:hbpmcﬁndemcmmm
probar 19) que cade ciose ge sguivalencia es no vacia y la unién de
todas es el conjunto A y 29 que lo interseccién de dos clases dis-
tintas cualesquiers &s vocie

Demostracién:
19 xEA = x-=x por reflexividad
x~x = W/ xEC, por definicién de C;
x€C, = =2 or definicién de ©

Ademds, como ¥x - 3C, o umidn es of conpunto A
2%  contrarreciproco el leme 3
2) Si existe uno porticién de A, emtoeces queds definide wae relocién
de equivalencia en A

Demostracién:

SodlmmAlanm relocién: dos ehementox Se A estin en
la relacién '~ si si pertenecen @ un mimms subcanjunto de
la partici

Oseg,a~b &> @G /c€C » BEQT
Se puede probar que “~* es una relocitn de egunaiencie.
En efecto, es

1) reflexiva
C#2 por def. de porticién
CA% => 3a€C por definicion de &
0€C. = a~a definicion de ~

2) simétrica

a~b => (@EC, A bEC,) por definicién de ~
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= (bEC, A a€C,) por conmuttividad de lo conjuncién
= b~a por definicién de ~
3) transitive

sia~byb~c, por definicién de ~ en A existen subconjuntos
C.y C, de A, no necesariamente distinos; ales que:

(@€C, A BEC) A (BEC, r c€C)
pero (bEC, AbEC,) = bE(C,NC,) por definicién de N
= C, n C, %@ por definicién de &
= C.=C, por definicién de particién
Por Io tanto (@€C, A c€C) => a~c

Definicién por_abstraccién

Cada relacién de equivalencia en un conjunto permite definir
por abstraccién un nuevo concepto.

Ejemplos

) i se considera el conjunto formado por todos los pares ordenados
de nitmeros naturales, se puede definir wna relacién de la siguiente manera

@0~ (c:d) &> ard=
y se prueba facilmente que es una relacion de equival

e oo it ke et £ it O apln it
naturales, Coda clase de equivalencia estd formada por todos los pares equi-
valentes entre si, segin la relacion establecida. Cada una de estas clases se
llama mimero entero y cualquiera de sus elementos pucde representarla

0 sea, definicion por abstraceidn:

Si N0 s el conjunto de cuplas de mimeros naturales y ~ la relacion
de equivalcncio definida en (%), nimero entero (a;b) es la clase de equi
valencia

@i

Por ejemplo,

(518) = Co = (i) / @i0) ENxN) v (xi9) ~ (5:9))
osea (513) = ((519),(8:6),(9:7) ...

5) Sea C el conjunto formado por todas las rectas de wn plano y “parale-
lismo™ wma relacién de equivalencia definida en el mismo (toda recta se con-
sidera persiele o i misma )

B oo e o
de equisalencia formada por todas on paralelos.
Dl e e i et - <o opron o

(390 /(i3 €NxN) v (xim) ~ (@iB))




Direccidn de una sects 7 e o comsmnts de todas lax rectas del plano
paralelas @ 7.

5. RELACIONES DE

Los colecciones ordenodos cburdoe en mamemisca gunfos de
una recta, nimeros noturales, etc L= mocn e S I e
intuitiva que aparece en la vido coficions se ersmnan foros, sillas,
alumnos, etc.

Cudl es el significodo infuitivo de un “oedes 2 Seplemente,
dados dos obietos x ¢y , x “precede = y, oy “pmcese = x

Usualmente en el coso de puntos de wne mcis mesaantol “pre-
cede” significa “a la izquierda de”; en &l coss de mumers noturcles,
significa “menor que”; en el caso de calies gue comen g more © S,
“precede’” significo “al este de”, etc.

Gistintos voriontes.
Se habla de orden omplio, estricts, porcial, totol, de buenc orde-
nacién, etc.

Orden amplio

Definicién

Una relacién binaria R definida en un conjunto A es de orden
amplio si y sélo si es reflexiva, ontisimétrica y transitive.




B decir,  Ai: x€A => xRx
At xRy AyR® = x=y
A &Ry AyRD = xRz
La relacién ‘R de orden amplio o no estricto se indica *“ < .

o

© En 2 = (x/5 niners entero) e deine
S e Hamer atra o cro tal que a4

b) Er

c,sm».,[xzus caracterizada por

% 4 y &>z =y 0el camino de  ay tiene el sentido indicado ex el
diagrama:

1

4
Orden estricto
Definicién
Una relacién binaria R definida en un conjunto A es de orden
estricto si y 33lo si es o-reflexiva, o-simétrica y transitiva.
Esdecir, Si: xRy => x#y
S xRy = yRx
S: (RyayR2) = xRz
La relacién R de orden estricto se indica * <
Ejemplos
0) 2 = {2/ mimero entero) y & < b &> Je €N /a+c=b
A = (a,b.c,d)
@) (ai0), (@id) . (bie), (430D, (e3d))
Orden parcicl y total

i un conjunto A estd ordenado en forma amplia o estricta segin
52 las :mdkmg anteriores, pueden existir elementos del conjunto para



los cuales a K b » bR o, es decir, elementos no comparables segin
la relocién duda En esto situoci b\ e erde\ deﬁm& s perciol.

el conjunto de y Ay &5 de orden
...‘mu...pnuyelm;ums.,s.ys.aau- ol estricto.

i o e ia propiedod
fineal se obtiene un ordes S i de estricto

Ejomplos
@) lechdhl.“-l”_hak-dﬂ“

n)um“-u—wammuw
chemenion mesmgerebies Por ejemplo,
EES ASHAA4wS.

Es jente aciorer que los denominaciones de orden varian
segin los outores. Algumes oeefieren consideror simplemente la si-
guiente clasificacién:

1) orden parcisl : sekacién reflexivo, antisimétrica y transitiva.
2) orden lineal : relacén o-refiexive, lineal y tronsitive

Buena_ordenacién

Interesan mmlmun—u—ba& cado sub-
ok l d—-— o elements mimme.

T perteneciente © i Somprts Sotckmente orde-
nado Ay nndnllmakiy*ihEA.xﬁﬂ)%
aRx

Definicién

Una relacién bineria R definide en A e de Suams sedenccién
u,ul--lu‘ud-uu tode sebcommate ae vecic de A
tiene primer

:)nm;mdeu--‘--——.‘u-ﬁmmw«k
Ia relacién
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RELACIONES FUNCIONALES O APLICACIONES

El concepto de funcién es uno de los mds importantes en mate-
mitica. El término “funcion” admite varios sinénimos : oplcaci,
transformacién, proyeccién, correspondencia

o Runcidn 65 una relocion, pero el reciproco no es clerto, pues
una relacién donde existan dos pares ordenados que tengan el mismo
primer elemento no es una funcion.

Es decir, una funcién esté determinada por una regla o conjunto
de reglas que asigna a cada elemento de un conjunto A (dominio)
un nico elemento de un conjunto B. La idea fundomental del con-
cepto de funcién es que cada elemento del dominio tiene una y sélo
una imagen en el conjunto B. El conjunto de imdgenes se denomina
recorrido y es un subconjunto de

En general, un elemento del recorrido puede ser imagen de mds
de un a\qmznm del dominio.

Definicién

Una relacién f entre elementos d
de un conjunto B es uno funcion

in conjunto A y elementos
aplicacién de A en B si y

19 VxEA, 3y€B/ (x; ) EF
29) [(x; ) €F A (x; D ER = y=2
Notacién:
fu
dominio D, A
(y/YEB A3xEAA 0 =y)

Para dar una funcién es necesario indicar no solamente las reglas
de correspondencia sino también su dominio,

én f:A > B

recorrido R

Ejemplos

a) Sea f: A—>B definida por




Entonces es:

(te:2). 359 . (e3 )
U suele escribirse:

——

70 es una funcidn, pues

[e:n € atein €N A zAy,
e contradiccion con lo sepends comicidn de o definicion.
o 8 1: 2 J TR

e e entonces 1 s aa foncitn.
En efecto, aunque peme =
dencia, lo imagen 1(0) = 1 &=

s 1+3pmez31
0T | 2425 pern 2o, evtmces ¢ % e 3% funciéa, pues

=47 () = 3,030 is tmagen e T me ez dmicn.

Sog dos regles diferentes de correspon-

o

Interpretacién grdfica

definicién de funcién csegurs que pom Sode mpresentocién
en coordenadas cartesioncs ortogancies, si £ &5 wne Sumcin, entonces
una vertical corta su gréfico e lo sume &n un pumts.

sz { SRR

)
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ntomces | 0 €5 una funcidn, pues la vertical x=2 corts of grifice e des
i eliminamos la segunda imagen de 2, es decir:
22— 1 para z<2
G E3 U1 poraz>2, entonces g es una funcidn.
En efecto, la vertical x =2 corta al grdfico solamente en el punto (2:3).

1x)
@;3)

Clasificacién do_aplicaciones
1 — Hasta ahora se han considerado aplicaciones de un conjunto
eral, en estos casos el recorrido es un subconjunto

en otro. En ger
3ol Segunda conjunts,
S0 f: A>B donde R C B, entonces  ox una opicacién do
enB.

Ejomplos
0 81 2ote s 1, cntonces | o wna aplscln del confic
ismo, o sea una aplicacion de N en
el v«oﬂ'!da u el conjunto de los mimeros impores, incly
mente en

los mi-
donde
‘propla-

de
N
uido

£ ﬂ-N.n,cu
b) Sea A= (a,bc) ¥
e K

)} ¥ RC
ll—Apumlmu sobre o suryectivas

Si coda elemento del conjunto B es imagen, por lo menos, de
un elemento del conjunto A, entonces la aplicacién es de A sobre B.

Definiciéa

56 o3 una oplicacién de A sobre B si y sélo si R, =



Ejemplos

o) hzsz43 umm&'\rm\

1€ y w0 e tmapes de wngun clemento de A

111 — Aplicaciones “sne = wns” o impectives
Definicién
imyective de A en B o simplemente “uno

£ es una o
auno” de AenEsy
Va€A, YoEA: flal= bl 3o = b.

a funcién “une o unc” Soce elementos diferentes
del duv\lnlo amarion i o e

Ejomplos

WS A= (1,234 8 B=@E.567
)

47 o uns cplcacite e e A e B

) Sig: 7278, gm0 &3 wms eplicacite “wm & e el comatn de
nimeres reses on i, o 28,0 e S~ feo
distintos el Gomemso Semes = wmms apeR.

G'Ml:am'nu, si lo aplicacién es "uno & une”, emtances una recta
horizontal intersecta @ su representacién e cosedenades cartesionas
b

IV — Aplicaciones biyectives o “ams = wae ssbes”
Definicién
f es una aplicacién biyective s y sslo si s inyectiva y wr-
yectiva,

En este caso queda estoblecids uno correspondencia biunivoca
entre Ay B
Los aplicaciones biyectivas tienen extraordinaria importancia en
el estudio de funciones, pues sus relaciones inversas son también
aplicaciones biyectivas.
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En efecto, puede demostrarse que si f es una oplicacién Biyective
de A sobre B, entonces la relacién inversa 1 es una funcién bi-
yectiva de B scbre A y

]

x ¥x €D,

x = 1{f(x]

Ejemplos

o) f: 25t es una funcién biyectiva definida sobre el conjunto de los
imeros re
x> /3 es también una funcidn biyection sobre R

© g 2-e" es una aplicacién biyectiva del conjunto de los mimeros
Teales sobre el conunto de los reales positivos.
g1 x> In es una aplicacidn biyection del conjunto de los reales po-
Sitivos sobre el conjunto de los reals.

glx)

4 se lee “gréfico de la funcion g

£l gréfico de lo funcién inversa puede obtenerse por simetria res-
pecto de la recto o que pertenece lo bisectriz del primer cuadrante



5

4
==

3

2 3)

1

TEFES 4 5
2.—Sean { y v dos proposiciomes, Je primens. i segunde serdeders.

oy

nuwuvmyunm(/q ".lnn--_—-—.—p
aAa by N

3.— (Qué otras x.nmm,.uu.aa-—-‘q-.--g-r
Tienen sentido ldgico?

4.—Siendo A = (444—1““.;],:4-.—«1-
mimeros reales, hacer el grdfico de e

(2;4) €9 &>2€A, yERAT+Y =& n-n-l—--n
5.— Indicar todas las relaciones posibles ex G = (8.2.%)

bSiendo A = (0,1,2,3) y B = (5.3.1). b ki e o
mério, recorric

¥ relacion
(032),0:4), 33 n,
{(050),(0:2) [ (0:3).,
uy 2]
R, ‘ ), @:9)
1-nummyw.amm»-nm_m,m

8.—Dar cjemplos de relaciones simésricas, emétricas, no-viméiricas y onti-

simétricas,

0:9). 8:30)

9.—Dar ejemplos de relaciones irensitioes, otronsitivas y notransitioas.
— Clasificar las siguientes relaciones de scuerdo con su tipo de reflerividad,
simetria y transitividad:

@) “es esposa de” aplicada a gente 59



8) “estd al este de” aplicada a lugares de Exrope.
este de” aplicada a lugares de la Tierre.
posi

e te
T ves supemendo de” apicada & éngulos en Ey.
11.—Dar ejemplos de una relacidn
) areflesiva, asimétrica y transitiva
b) areflesivo, asiméirica y otransitiva.
©) noreflezivs, nosimétrica y no-transitiva.
12.— ;Qué propiedades tiene la relacion R = ((0;1), (2;3)) definida en el
conjunto (0,1,2,9,4)?
13.—Sea C el conjunto de todos los pares ordenados de enteros. Se define la
siguiente relacion: (ab) ~ (c;d) &> a-d = b-c. Probar que ex una
relacitn de equivalencia, si se ezcluge el par (0;0).
S e T (considerar el conunto C del
ercicio pares de segunda componente 0)
P sl siguientes relaciones son de equivalencia:
) “congruencia” definida en el conjunto de tridngulos en E,.
nida en el conjunto de enteros postivos.
) “perpendicularided” definida en el conjunto de rectas de Ey.
16— Definir “forma” de poligonos por abstraccidn.
—Definir “superficie” de poligonos por abstraccion.
18.—Sea R una relacidn simétrica y transitiva definida en A. Probar que
Ya€A. B0 E A/GT b, entonces R es una relacion e equivalencia
1—tes A = (1.3.3:4:5.0.7) Inier catles de e igiemes femilen
conjuntas constituyen una particion de A
..) {Ar.Aq . Ay) siendo A, = (1,3,5),45 = (2)
) (B, By By siendo B, = (1,5,7) By = (3, q By = p 5.6)
© (C,) sendo C; = (1,2,3,4,5,6,7)
d) {Dy,Dy, Dy} siendo Dy = (1,2,5,7).Dy = (3).Dy = (4.6}
20.— Probar los lemas 4 y 5.
31— Dar ejemplos de relacones de orden parcial esrict, parcial ampi,total

estricto y total amp
B e Inmma de conjuntos la relacién de inclusion G estable-
ce un or
25.—Sean U y V. m cmjunxo' ordenados en forma estricta y total. Definir
un orden total e

26— Sean A = (l‘ﬂ,:‘q,s = (a.b.c)ya=((;0),(2:0),@:b),
(4:6)) iEs o una aplicacién de A sobre B? (Es inpectiva? cAdmité
aplicacion nversa?

B—Sea A = (0,b.c,d) § B = (,4,2,). Definic wna epliacion 1 de
& sobre B que admita inversa y hallar 1
25— Siendo - 2> sen = para z nimero real, restringir el dominio de | pora
que extta 11, Hocer lo mismo para cos % y 19 %
27— Indicar cudles de las siguientes relaciones son funciones
60 @) f: x| para z nimero real.



) 0 > sews 2 pora = mimero real
3245 para 30

5—x poraz<0

) 3: 24 para = mimere

o iz

T-|=]
29— Hacer el grdfico de lax sipuiesses fumciomes Sepectives § construir por 5
metria el gréfico de s Semcsmes smmerssr:
o) fiza2z-3
N et
5 Tz pos — s S —
)z x> pors 238
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CAPITULO W

Leyes algebraicas

1. LEYES DE COMPOSICION INTERNA

Cuando se infenta defini una operocién entre elementos de un
(unlunlo se piensa de immedicto en establecer una ley o un criterio
segiin el cul se pueds ssmcior o coda par de S conjunto
otro clamento ol mims, que see ol resitodo de ta peracidn opl

cada a los primeros. & deci, Jo operocién aplicada a cuplas del
Conjunto determing ot elemento de 61, Entonces puede atroducirse
el concepto de operacién o mas propiomente de ley de composicién
Toterno, medionts o siguite

Definicién

Se llama ley de composicién interns ssbee w= cosjeste Eo
toda aplicacién de E x E en £

£
Es decir, ley interna: ExE—E

Si lo imogen de uno cupla (x; ) EExE per i@ spcesn ¢
un.clemento S CE . 2.rdibe o Pombre e EORSSE Be ) pox
50 ley.

0 sea
i) =2
lugar de designar el compuesto = por fix.y) s

En s frecuente
utilizar diversas notaciones para unc fey de camposicien intema,
tales como:

x4y

coawn =

truco y.
antitruco v
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Tal némine de simbolos representativos de leyes de composicién
no pretende ser completa, por cuanto podré utilizarse cualquier otra
notacién convencional. Sin embargo, esa lista incluye las expresiones
més frecuentes.

Una ley de composicién interna queda determinada cuando se
conoce e compuesto de cudlquier cupo perteneciente o ExE. Una
formal usual y cémoda de establecer una ley es construir un
e s U e st el sdantacrteres

3

En lo primera columna s Gieatee de E (p
mera froyectién de los cuplos dé Ex

En lo primera filo los mismos elememos de E (segunda
proyeccién de las cuplos de E x B

El compuesto z = asb se ubica en lo interseccién de lo
fila e deterrina 4. y o columna que defin

<

Ley de composicién interna #

albfec]|e y
alblc|d|a 5
blc|ald]b
cldlbp]afc g

a|b|c|e
=) T e ) Xy,

Es obyio que el primer cuadro de composicién ha sido la tabla
a para la sumo.

pitag
Observacién

Dodo que los cuplos son pares ordenades, los compuestos de los

elementos o lo izquierda de % y la primera fila elementos
@ lo derecha de

Un subconjunto A de E se dice cerrado para una ley definida



Q-Ellynlbddmlnﬂulq-l-—ﬁd-\lml
de A pertenece o A

A cerrado para # definida en £ &
[ACEAVYy/x € Asy EA=Sxs y €A]

Ejemplo

Si
E=N;s=+% y A=@/x€ENaxpor,
entonces A es cerrodo pors e cperacin suma, puesto que lo suma
de dos nimeros pares Cuiesquiers & Siempre un nUmero par.

2. PROPIEDADES DE LAS LEYCS DE COMPOSICION INTERNA

Estabilided

[ & imporiante ol caso en que se han definido simul-

Vinsaments o ey 8 Gempemciin ket y una relacién d squl

valencia entre los elementos de wn mismo conjunto. En esa situocion
‘equivaienc)

te interés si o relacin ia se conserva para

 esto es si el compuesto de dos elementos cuclesquiera es
equivalente ol compuesto de © oqué-
los; puede introducirse ast ume propredod corocteristica de

(%) estoble respecto de ~) &
[YaVbEEAYa' Yo' EEfa~c'ab~b]=>
ceb ~ o'=b
unos autores suelen expresar tombién esta propiedad diciendo

que Iu relacion de equivalencia es compatible con Flo operccién “es.
trella” o que la operacién esté “bien definida’" para esa relocién de
cia.

Segiin sabemos, toda relecién de equivalencia definida entre los
elementos de un conjunto , introduce en el mismo una particién en



closes disjuntas no vacias y cuya unidn es el conjunto E tal que dos
elementos de E pertenecen a una de esas clases si y sélo si son equi-
valentes. Tales clases de equivalencia permiten definir, por obstrac-
cién, nuevos entes matemdticos, los que constituyen el cociente del

conjunto E sobre ~

Sea
E= {0,010 ....b,by by
y ~ la relacién en E

~om, my, m.

Resulta
E=CGUGUGU...UuGC
Donde C,, C,, C, ..., Cu son las clases de equivalencia, o sea:
o~ o~ 6~ €C
b~bi~b~... €C

m~m~m~... EC.

Entonces la clase C, define un nuevo ente o la C, un
Caun g, tal que:

E

=(af )

Cado ente a B, .., es la respectiva clase; pero cuando deban
utilizarse los mismos, cualquier a, representard o a, cualquier by al B,
etcétera.

Sea * una ley de composicién interna en E

Ya Vb €E ;a#b = c€E
Si la ley es estable para lo relacién ~
a~a’Ab~b = a*b ~ o'sb’
Peroa,a’,...,€C,yb,b',... €Cyysic
¢ = " *bles< ~ ¢’y en consecuencio, , ¢, . .. €C,
En consecuencia, dadas dos closes cualesqurem C.y C existe
siempre una aplicacion que deslgrmremos + tol que

axby

ciwsa
0 o que es lo mismo:
C¥C =C,



Esto es, la ley * ha “inducida’ u originado, por &l solo hecho de
ser estable, Una nueva ley sobre el conjunto

Tal ley se llama inducide por # y &l raznamients reskizado nos
permite enunciar el siguiente

Teorema
Una ley de compesiciin imterms definide ssbre == comjunts, y
pdoflcdor e exmraienci o of mimo.
...am-.laq—-.ﬂ- wmz moeve ley de composicion
(que en ciguncs coses pusde concidir con la primera).

Ejemplo

Consideremos «f 222 donde Z es el conjunto de los
nimeros enteros y 2° e de b emteros excluido el cero, Esto es, los ele-
mentos de E son cuplas de exserss de segunda proyeccion no nula.

(@ib) €E 3 (m:8) €E. se define la siguiente relacion:
(010 = G 3 o b — oty
Para lo que puede demosiarse gue e3 wus reiscién de equiralencia
En E se define la sipuiente tey S compemc:
(@30 + (b = G s s e bl B
Ia que resulta eatable para le relaciie s G =
Las clases de equivalencia en £ . defimc por abemmacestn o wimero
=CCE/(8:b) Y (a::h) €6 B =u &
De acuerdo con el teorema anterior cxs cperecim + e <= & con-

junto de los racionales:
ExE

una ley de composicidn interna, o lo que tombisn Hememes “aicats de mimeros

racionales”

Pero para sumar los rocionsles ,_ ue som rempecticomente las

clases de equivalencios C, y C, . Ao i St e s
que pueden ser cualesquiera.

Luego,
v,

b) €C, ¥ WVic:id) €C,, se tiene:
T = oy + tyey b st pertenecd a una clase C, que definea

m
un racional ——.
w
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Satonces resulta la ley de composicion interna:

Obsérvese que gracias a la estabilided — es tinico.

efeca, s en oz do legir (0130 ¥ u,A)mnmmm:uk
las clases C, y Co hubléramas considers
(aaiby) €C, ¥ (idy) €C, serd
(ayiby) ~ (@b ¥ (eyidy) ~ (i) (1)
¥ por la estabilidad:

(ay30,) + (ey5dy) ~ (ay:by) + (€gidy) @)
(ot + by 0idh) ~ (oada + byt -
B4 decir que ambas pores pertenecen o la clase C,, y en consecuencia el

(o, + byey s bydy)

representa al mismo racional ——, o lo que es lo mismo, —— es tinico, inde-

ientemente de los clementos que se utilicen para representar los clases
de cquivalencia.

Resulta como sintesis del teorema y de las obsewnc:ones realiza-
dos a trvés dol ejempl, que cuondo los entes qué s manalcn s
definidos por abstroction por medio de. closes do =qu.vm-n=-a, sblo
cxiste ley db composiclon nducida entre esas sntes 31 la pAmerD
estable para la relacién de equivalencia que los engend

Finalmente obsérvese que si ~ se tradujera por =, las relacio-
nes (1) y (2) serian

(o3 ; by }—(a:,bﬂ
©ha) = (oray = (@ib)tleid) = (@b +(eidd),

I 0bila ohtlone 51 vl oo U ord,

Asociatividad

Definida una ley & en E, todo par de elementos x e y de E de-
termina un compuesto 2 perteneciente a E. En tal caso el par de ele-
mentos z, t de E definird un nuevo compuesto r de E. Es decir:

x¥y =z THt=iv

Lo que puede expresarse, de ocuerdo con la

cacién de
paréntesis,

(xxy) ¥z = r



Es decir, que toda ley de composicién interna puede extenderse
por recurrencia a n-uplas de E,  la expresién

{[c*y) #23 .t =5

tiene siempre un solo significads.

Es decir
la ley # es osociotive si y s8lo si
VX, ¥y, V2EE (xay) sz = x5 (ys2)
s condesnellSsinends an considara siemre los el
mentos o o R s by o ot £y 350 on e56
aso) podré escribirse:
(xay)ez = xeysz = xsiysa
Corolario
Si una ley es asociativa ef compuests de wms muple de E o5
independicnte de las sociociones que e resfices smtre los ele-
mentos de la n-upla.
Es decir:
(x*y*2)% ... %t) = ((xeyleal® .
Ejemplo

La adicion y la multiplicacidn e todos kes comuston de wimeros son ope-
ativas.

Contrasjemplo

La potenciacidn en N no es asociatic.
En'elecar # 6wd = &5 u.nu.-n(un pes el primer miem-
bro es igual a 64 y el sequndo igual &

En consecuencia, la notacidn «f , corece de sentido matemdtico.
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Puesto que una ley de composicién es una aplicacién de E x £
en E, siendo los elementos de E x E pares ordenados, la imagen
de (x; y) no coincide, en general, con A

Definicién

Una ley de comporicién interna s llame conmutativa sy s6lo
si el compuesto de dos elementos cualesquiera es indepen-
diente del orden de los mismos.

Es decir
lo ley * es conmutativa si y s6lo si

Vx, Yy EE:xxy = y*x

Corolario

Para una ley asociativa y conmutativa, el compuesto de
mentos es independiente, también, del orden de los mismos.

Basta demostrar que puede camblarse ef orden de dos elementos
consecu Yo que, satisfecha esa condicion, cualquier elemento
podrd llevarse por reiteracién a cualquier lugar preestablecido.

Es decir, basta demostrar:

G RO K. ... KO, KGu i1k ¥ =
axak #0, 1 %0,%. .. .%q
Si llamamos A al compuesto total, B = 0 % 0x ¥ ... ¥ Gss ¥

C = Gaja%....%q, entonces
A=Bxasa i *C por ley csociativa
A =Bx*(a.%0,.1)%C ”
A = B# (a1 %a,) % C por ley conmutativa
A =B%a,,1%0,4C por ley asociativa, lo que
demuestra el corolario.

Ejemplo

La adicion y la multiplicacién en todos los conjuntos numéricos son con.
matarizar




Distributividad

Si obmunmnjun'nf!)ﬂ\m:hh,sum-m
interna_que indicamos por & ¥ L s= pusce per comooner
xey EEcon Ty ol resiiodl iue €8 con st = £E, pox medo

ley L. Set

11Ty o &Tpiz
segiin el orden en que se cpeee.
Definicién
Uno ley de compesicin  es distributiva o la izquierdo o a la
derecha respects de stns ley ~ definidas sobre un mismo con-
junto si y si séle = cuslesquicrs sean los clementos x, y , z del
verifics:

conjunto, se
TlxFH=@Ei0T@Ely)
(Distributive o ko izquierda)

o kTyYiz—EidTéy1ra

(Distributive = i devechal.
Silaley L es simulténecmente St = demecos = guerde,
se dice que es doblemente distrimutins & e Ssoutiva.

Ejemplos

La multiplicacion, en cuslquier conpuste s, mempects eS¢ adicidn.
La potenciarien, respecto. del prodaces 3 et et

Contracjemplos
L. adicion no es distributiva respects det

g
La potencaron, rasicaciin ¥ lopmibmeciia e s sem st e eicie
o diferenci

Simplificacién o Cancelacién
En un conjunto E, lo igusidod de dos de sus elementos x e y
implica la identidad, esto es que x & y son el mismo elemento. Luego

cualquiera sea z

X=yDzx=z%y y Xx*z=y%z
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La implicacién reciproca no siempre es verdoders Sostc e
efecto observar que la igualdad:

0:a=0-b,
no gorantiza lo identidad de a y b.
Definicién

Una ley de composicién interna se dice cancelativa o lo iz-

quierda o o lo derecha, respectivamente, si cualesquiera sean
X,y z del conjunto se verific
1kx = z¥y S x=y (Cancelativa a lo
izquierdal
o x#z=ysz=>x=y (Cancelativa a la
derecha)

Si lo ley es simulténeamente cancelativa a la izquierda y a la
derecha, se dice, simplemente, que es cancelativa

Ejemplo

La adicién de nimeros es cancelativa.

Contracjemplo

La multiplicacién de mimeros no goza de la propiedad cancelativa (salvo
que en el confunto de tales entes se ezcluya el cero).

3. ELEMENTOS PARTICULARES

Elemento nevtro

Definicién
Un elemento de un conjunto E es neutro para una ley de E,

si y sélo si su compuesto con cualquier elemento de E, por
la izquierda y por la derech, es ese mismo elemento.

e neutro para* <> [(e EEA VX EE) => e*x = x*

Ejemplo

En el conjunto de los mimeros naturales el cero es neutro para la adicién




v el 1 es meutro para la multiplicacidn, pucsto que cualquiers ses o
a40=0+e=sisi=1c=a

Corolario
Si existe elemento mewtrs pars wme cpessciim. e Gmics.
En efecto, si ademés de & exstiens & meuteo

VX€EE: esx=x8e=x y sx=2¢"
ete = gre = m

Andlogamente si & = meutes

Vx €E: e'wx
ese

xwe
eee

Yde(y@:e == e e mico
Elementos simétricos

Definicién
Dade wme oy
entos o y O son simetricse % y s % e compuesics, e
quuhrm-,—dd-—

oy o simétricos <> ce e — e =

Ejemplos

En el conjunto de los mimeros exteron, Sads wimes & Seme = Swéirico
Fespecto de lo adicion: —a. En este came, cusnds b lop o e micatn, s dice
tambien que los simétricos 6 § —a, som opmemee

. s
Entre los nimeros racionales, fode — m male Seme wm smtirics —. Para
=
ta operacisn P o

Notacién: De una moners genersl, & existe o simétrico de a ,
se suele escribir o’ = o

(on'lrh

En toda operacion asociative el simétrico del simétrico de un
clemento es el mismo
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En efecto, si a y a™* son simétricos, por definicién:
aléa=e

Y si (o)) es el simétrico de o' , operando en la relacién an-
terior, a lo izquierda

(@) (otxa) = @) Mse
Y por ley asociativa:
e 20 %0 = (a7 *e
Por definicién de simétrico y de neutro:

exa = (@)

Luego:

o)
Teorema
ra una ley asociativa, el simétrico de un elemento, si existe,
es inico.
Sean o’ y a-* dos simétricos de un elemento a.
Entonces
axal =a'sc=e(l) y a*xd—a*a=e@
Considerando de (2): a % o’ = e y componiendo a la izquierda con
a'x(a*a) = o' e
Y por ser lo ley asociativa:
(ciea)%a = alxe
Por definicién de simétrico y neutro:
esd =at

Elementos regulares
i uno cperocién pose la propisdad cancelativ, resua que un
elemento o cualquiera es simplificable, puesto q
Gex —o%yAxko=yra &S x=Y

74  donde, en efecto, o se ho reducido o simplificado



Definicién
Todo elemento de un conjunts pers ol cus! e vilids o pro-
piedad cancelativa de une ley de composiciim scbre & con-
junto se dice regular pars es= ley.
Ejemplo
Todos los mimeros natureles wom mepies pove e sicide defieide exire
tos mismos.

Definicién

ley de compancién e ssle cancelative o I ixquierda o
derecha, los elementos o los cuales se oplica lo ley se
n, respectivemente, seguleres o lo izquierda o a la derecha.

Si se tiene:
csx—gsy S x=y
@ reguer < I izquierda
x#o = y#z = x —
o reguior @ fo demcha.
Corolario

Siun clemento es regular pars wms ley. s smehincements
regulor o lo izquierde y o io derechs.

iedodes y elementos de leyes inducides

Segiin se vio en la pdg. 67 una ey de compesic e mteme estoble
respecto de una relacién de equivalencia, mdue & smess wna rueva
ley de composicion sobre el conjunta Gacemte Ge pemmer conjunto
por la_relacién de equivalencio.

Puesto que toda relacién de igusided emtee compussios segin
lo primera ley en E, se conserva cusnds s= pess o ko ey da
sobre el puede de inmesicto irse o siguiente
enunciado

Teorema

E
Toda ley inducida sobre ef conjunto cociente — por una ley de
composicion interna de E, estable respecto de ~, tiene los
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que lo operocién crigimel y mm memm—

mismas propiedades
elementos especiales.
4. COMPOSICION DE APLICACIONES

i los conjuntos A, B, C ; f una aplicacién de A en B ¥ g
una aplicacién de B e
Es decir:

f
Ya €A, 3b €B / a—b

Vb €8, 3 €C / b—Sc
Entonces existe siempre una oplicacion h de A en C, puesto que:

fg
Ya€A, 3c€C/ goboc

La aplicacién h es la aplicacién compuesta de f y g, o la apli-
cacién producto de las misma

Esta consideracién lleva a la siguiente:
Definicién

Dados lo aplicecionss { de A on B 1.0 de B en C se lloma
producto de aciones a la aplicacién de A en C, en
1o cual la imagen do un slemento a es Ia imogen o través
de g, de la imagen de o a través de f.

h=gof e ATLC/Va €A hE = gif)

que acaba de definirse es

siempre asocia

Si se tiene,

h
habré que demostrar: Ya €A
the(geflia) = [theglofil@ (1)
Sia€A
(geflo) = glfa)]



¥ entonces:
the(gehlla) = higifial) @
Anslogamente:
hegi B = gy
¥ entonces:
[hegiefiiad = higifa) @&
De (2) y (3) surge o volides de (1)

Observaciones

I. El producto o compesicin de oplicaciones corresponde ol
mnpto s G fu i ruiricee

I, El products defimids o &s propiomente una ley de composi-
cin intera por cusnto kes epticaciones h , g , f , no son, obligato-
riamente, elementos de wn mwsmo conjunto.

Aplicaciones do un conjunte == 5 misme

Un caso porticulor muy imporiante se sresentc 5i los conjuntos
dados son iguales entre i y ios apiicaciones que se comsideron per-
tenecen al conjunto de todos los cplicasicnes de me Snico conjunto
en si mismo.

Sea A un conjunto y G = [f.g. 5
caciones de A en A

o congumes de los opli-

Entonces:
VIEGy VoEA - fl) = b €A
luego:
Yb/b = fa) o) = < €A
s decir:
voea : o 2hcen
o sec:

g-v:sunoupll:ncs&\thu!A = gef€G

Y, en io, o ley + icién de iones) es
una ley de composicién interna en G.

De acuerdo con lo demostracién general, eso ley es siempre aso-
ciativo, pero puede o no, ser conmutativa.
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El caso analizado se presenta frecuentemente en (odos los problemas rela.
PRI irewie me v, penbalcs on ool Rl RN
formaciones cas o mds simplemente, puesto que son aplicaciones. del
it raoiat 80 apact sovrs at i omhio el AT

Consideremos el conjunto de todas s {rensformaciones puntuales de la
geometria métrica, es decir, el conjunto de las traslaciones, giros, movimientos,
simetrias, homotecios y semejanzas

Sea: { simetria azial de efe ¢, ;
1= Se)
y g simetria azial de eje ey
9 = 5(ey) , fal que
€ ¥ €, copuntuales.

magen de un punicy A del espaio
oo de St s &

Se suele escribir:
A-S(e) = 4

Si A" es la imagen de A’ a través de

Ste):

4 S(ey) = A

e
Luego: A - [S(es) o5(e)] ~ A"
Pero en tal caso la m:nllmmdm para la cual A" (cualquiera sea A) es lo
imagen directa de A, e el giro de centro en la fnterseccion de los ejes e
e, y cuya amplitud s el dugulo d-uplo del que forman dichos ejes.
B decir:
4-6(0,20) = &

S(ea) °5(e,) = G(0,20)
ol modo la opticaitn compuestu e dos iransformacianes geométrices
cie ot

5. LEYES DE COMPOSICION EXTERNA

Segiin se ha visto, una ley de composicién interna en E es una
aplicocien do E x E on £ Noda impide pensar on s puede esto-
lecerse una uph:ncmn del producto cartesiano de conjuntos
diferentes en uno de ellos. Es decir, o toda cupla de i

Ky E 2 e asocio un i elsmonto de £ En este coco e extt slizando

una gperccién con cada elemento de E, pero a través de un elemento

78 de K; para operor necesitamos “salir” de E, pero retornamos o E




con el resultado. Si se llama operader o cuclquier slemento de K
tiene sentido la siguiente:

Definicién

Dados los conj
...z,mmu-hx.--.ql-nhxnz-;_

Si Convenimos en cesignr ios siementos de € con letras latines
¥ los de K con miniscules greges, smamces
T es ley de comprsicién extema en £ <> (Kx - E.

0 seq todo elements b= - x) EK x £, tiene una imagen y €E a tra-
vés de la wlm-h T

ey €E

Lo notocién més fescusnte expreso el compuesto y, multipice
tivamente entre el operader = y e elemento x, es decir

.
o directamente.
fa;n—= x
Y es usual también, como se ha hacha, comenar or escribir &l
operador.
Ejemplo
S E el confnio e udo o seqmenion miricon 5 % o come e b

aue Cunlquier cupla: (mimero; seqmenio)s tiene . Smagem = segmenta que
e, entonces, @

6. DE LAS LEYES DE COMPOSICION EXTERNA

Si en los conjuntos E y K se hn definido leyes de composicién
interna, se observa que puede tratar de combinarse esas leyes, res-
pectivamente, con la externa.
Sea * ley de composicién interna de
Ty L leyes de composicién intema en K .

* ley de composicién externa de E en K .
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Entonces pueden plantearse las siguientes combimociones de

aperaciones:
1 asbey)
2 @Thx
3 @ifx
4 a(Bew

Estas alternativas dan lugar al estudio de las propiedades si-
guientes:
Distributividad
a) de la ley externa, respecto de la interna de E.

Definicién
Una ley de composicién externa en E, con operadores de K
es distributiva respecto de una ley de E, sélo si se verifica:
Ya€K, VxVy€E : a-(xsy) = a-x*a'y
b) de la ley extern, respecto de la intorna de K.

Definicién

Una ley de composicién externa en E, con operadores de K
es distributiva respecto de una ley de K, si y solo si se verifica:

Vo, VPEKAVXEE : (TP x = a x#p-x
Contra la tentacion de escribir:
@TH x=axTpx m,
debe pensarse que T et una operacién de K y los compuestos @
B x, por definicién de ley de composi a, pertenecen a E,

S0 ey da componisin 33 ¥ Enicarsacuasocia fa-expreton (1)
carece en general de significado.

Observacién

Como en K., se han definido dos leyes internas T y 1 , podria
plunvmrse onblogumente una distributividad de - respecto de L
Esto es
@i x=axep x
Sin embargo, la simultaneidad de las dos distributividades carece
de sentido pora el caso més frecuente de leyes externas con elemen
80  tos regulares.



robaremos que i se cumple esto condicién, les dos distributi-
vidades respecto de T y L , implicen io identidod de esas cperaciones:

En efecto:
si @7 -x=e x0f x
v @i x
por propiedad simétrica y tronstie
T x=wiP x

Y si todos los elements de £ son regulores pora o ley extema,
resulta:

= oxed x

eTB=—e1f=>T =1
En consecuencia, pors T y 1 distintos sblo pcara existir dis-
tributividad de lo ley exseme respecto de una de ellcs.

Asociatividad

VaVBEK A VX €EE:e @ B =18 x
Observacién
Con i logo ol de
que la asociatividad de la ley extems, respects e & ¥
mantos regulres, implcs o erikiaFde EREE
i onsecuencia de los dos chsevaciones

que cuonds K poses dos ey ik S RS Icl
de la ley externa respecto de una y o asacistvdas respecto de la otra.

Ejemplo

Sea:

{2/ % seqmento métrico)
# es la adicitn de seqmentos (£
{n/ m mimero naturat)
7 es la adicién de nimeros ()
L es la multiplicacion de mimeros { )
es la multiplicacidn de wn segmento por wn wimero
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Ew tales condiciones:
Lon @+ =
0 sea que la ley externa es distributiva respecto de la interna de E.
2 (n+m) nozimoz
De donde resulta que la ley externa es distributiva respecto de la interna.
i

S m(ma=(mmz
Es decir, la ley externa es asociativa respecto de la sequnda ley interna
K.
Obsérvese en este ejemplo que el elemento neutro de la segunda

operacién do K es también neutro para la ley extema, En efecto,
el elemento neutro de la multiplicacién es el nimero 1y 1-x =

7. HOMOMORFISMOS. ISOMORFISMOS

Sean los conjuntos A y A’
A= (abe, ...}

= (2B, s o)

provistos, respectivamente, de leyes de composi

n internas Ty L
Consideremos una aplicacién f de A en A’:
iy 3
a—a
et
b— b
Si ademés:
£
aTb=cAaa Lt =c = c—c
la aplicacion f recibe el nombre de homomorfismo entre A y A'.
Definicién
Una apliccelén  atre doe conhuntor, peoiston cada uno de
una ley de composicin intema, recibe of n b.. homo-
otfisee.entre!los mismse,

b 4s ity a1 alamimtos uoll s
&5 el compuesto de las imégenes de esos elementos.

conjunto

£ decir, f es un homomorfismo entre A y A’ &>

S AL AL KT = f@ L))



Ejemplo
Sea A el conjunto 2 de los wimeres estera, provite de fe miphicacion.
& Contuntor A° = (Al 24 3], semiate oo b matipicriin
entre entero,
v f la siguiente aplicocitn: de & o= &

Tal aplicacion es w= hommomerfimmo extre 4 3 A"
En efecto, para cosiomser cupia de elementos de A se presentan las si-
guientes alternatives- W=, Wy €4-

1 z>09>0=>z3>
) = = S = D

== =1 T
2 r>0,y=0 >z g=0:
1) = 231 f) = 0.fiz-3) = 0=>
SS9 =10 @
3 z=0.y=0=z3-8
1) =04 = btz 3 =8 =
BN T CE

4 <0 =z oy
L T i = e

=S 9 =12 g

<0, y<0 =>z-y>0:
1) = -1, 4 = —1. fiz-3) = 2=

= fx-9) = 1) 2w
Definicidn
Si la aplicacién  es un homemorfisme entre Ay A’y f es
suryctive cl conjunko A" se demormine imogen ‘homomorfa
de A
El"ll'n

St en cl clenplo oxeriose comders & = {40, +1). yaa 1a mima
aplicacidn, A' es la imagen homomora de A . a fraces d
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Si en A existe elemento neutro e para la ley T -
V€A xTe=eTx=x

¥ si  es un homomorfismo entre A y A’ :

0 L fle) = fx T @ = fx) =
¢ anélogamente &' | x' = ' luego e’ = f(e) es neu-
e—>e €A’ | tropara L

Es decir, la imagen del elemento neutro de la ley del primer con-
junto es clemento neutro para la ley del segundo.

xtoxen]| xi¢

Definicién

0 se denomina endomorfismo si ol segundo

me ‘asté incluido en of primero.
Es decir:
Atn
f es endomorfismo <> f es homomorfismo A A C A
Desde el punto de vista cientifico reviste fundamental impor-
tancia el caso de los homomorfismos biyectivos, s decir que lo apli-
cacién que introduce el homomorfismo es ademés biyectiva.
Definicién
Todo homomorfismo biyectivo entre dos conjuntos recibe el
nombre de isomorfismo entre los mismos.
Es decir, la oplicacién f entre A y A’ es un isomorfismo <>
= { fe mﬁvwny
0 sea: f es isomorfismo &>
© 3/ HA) = Ay FIA) = A, YaVbEA:fa Th) = fla) L fb)

otros términos, un isomorfismo implica una_ correspondencia
biunivoca entre los conjuntos en la que siguen siendo homélogos los
compuestos de elementos homélogos.

Se dice que se confiors una estructurs ¢ un conjunts, cuondo
entre sus elementos se defingp relaciones y leyes de compo-



Una estructura matemética quedord entonces definida por el
sistema de axiomas que caroctericen los relociones y kos cperaciones
que se incorporan al conjunto.

Introducido asf el concepto de estruchues, pusde edenderse of
de isomorfismo antes definido, enigueciendose & Sgmficads de ese
término, con la introduccin previe de o Souente:

Definicién

Dados los conjustes 4 y 4 ea los cusles se hon definido
rel mmnh—_ﬁyk,wn‘a@-—
uylu:uﬂoﬁbq-ﬂ’— estre A y A" ex un isomorfismo para esas
relaciones binarics % y 35lo i toda cupla de A° perteneciente
a R tiene por imegen wms cupla de A perteneciente a R'.

Es decir:
AAA son isomerios respecto de RAR' &

!f/A'—‘-'A‘ *¥aVbEA/aRb => fla) R f(b)
Definicién

na,u?nnmAya .l--_-h—ah-u—.RyR
y leyes

ol
¥ para taiss feyes 4o R

Consecuencia

Si los conjuntos A y A’ en los cuales se han defimde ciertas relo-
ciones binarias y leyes de composicién en igual momers, son iso-
morfos para esas relaciones y leyes, resulto:
1. A toda iguldod entre slementos e A compusster por
y de A, corresponde una igesided eatre los respec-
s imégenes en A’, compuestes por lo ley correspon-
diente en A"

2. Toda proy odadd.unhyﬁ&m--lnlﬂyto-

»

Las estructuros que adquieren los conjuntos A J A como
consecuencia de esas relaciones o leyes son idénticas.




Finalmente resulta entonces:

"Los conjuntos A y A’ son dos realizaciones concretas de wne
misma_estructura obstracta cuyas pmmu-
+ podrin ser imvestigods y desarrolladas Indistimtemente
sobre bre A, puesto que el isomorfismo gerantiza la
conservacion de los resultados

En la préctica se suele considerar como idénticos los conjuntos
isomorfos, pero en realidad, como se ha dicho y en la medida en que
se considera el punto de vista de la pura teoria do conjuntos, Tos mis-
mos gazan, integralmente, de las mismas propie

de los aparte de la
suntualizada. relativa @ la eleccién del modelo conveniente a una
estructura, se manifiesta en lo consecuencia de su gplicabilidad a los
conceptos definidos por obstracién. En efecto, si dos conceptos sor
definidos por ese camino @ partir de conjuntos que esuttan Hormorfes
fara los relaciones.y operbciones que Coracterizan esos conceptos,
podemos decir que los mismos orresponden esencialmente a una

Gnica idea.
Ejemplo
Sea A = (0,1,10,11,100, 101, 110, 111,100, ...}
&= 10425,4567,8- .00
R <

Leyes: adicion y multplicacion
De inmediato se observa que puede establecerse la siguiente biyeccign:
oeds 0
1 1
0 2
e s

Que es un isomorfismo para la relacién de menor y las operaciones de
sdiciin y multipticocin,
4’ sen o moieos i sie de AU S e

=% b 0, no son mds que la expresion en los sistemas de mume-
Tacian binaria  decimal, respectivamente, 4l confunto de los mimeros naturales.




L—En el conjunto N de los nimeras maturaies se comsaters b5 lex
=5

esd =

T

(Es ésta una ley de compesicatn smserms o= N%
Estudior la conmutativided 3 &

En el conjunto de los mimerss metraics se comsiderss i dos leyes 5
quientes:

sb =i
2e

Demostrar:

) que la primers fey w8 e commutative ni

vl uq—t-.-—n-.-mm o 3 it ves

e premers.
3. Discutir las mismas propiesiades del ejercicio Gnterior para lns siguientes
teyes:

3 =i
ces — o
4.— Andlogamente pars les lepes
asb =i
P

B on

ax <
v ool vih MR
Demastrar:
) 10 ley % es de compaicide steme.
b) es conms
e
d) admi

elemento newtro
&tk il e e S

6.—Enel conjunto Z de los mimeros exteros se defime s beg-
asb =g biash

) la ley es conmutativa.

0 s

©) 0 es el elemento nestro

d) para a0 no existe clements smdinics.

) Todos los clementos de Z som veguleres, saiee & = —1

En el conjunto de los mimeros raciomates @ 3¢ Gefive la ley.

ceb =

Demostrar que no ex aseiatize.

8.— Demostrar que todo elements de un confento que admite simétrico para
una ley # wsociativa cs requiar.
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# —Si & y & son los simétricos de o y b, respectivomenie. peve wms by
asociativa, demostrar:

(a%b) = xa
10— Sean las simetrias asiales S(e,) ¥ S(ey), donde €, // &
Determinar la aplicacidn compuesta S (e;) * S(e;)
11, — Demastrar que el conjunto de lados de un tridngulo es ssomerfe com o
conjunto de dngulos del mismo para la relacion de orden memer & st
12.—Se dan los conjuntos:

A= (0123 )
Xz 1)
¥ st define o apticecion. 4> A"
vaga ynparnLoo
1

Vn €4 yn impar: n— 1
Demastrar que | es un homomorfismo para la multiplicacidn.

13 — Demostrar que la oplicacidn anterior no es un homomorfismo par s
adicidn.



Estructuras algebraicas

En el capitulo anterior se -mm;c el concepto de estructura con-
ferida a un conjunto por relaciones y leyes de composicién definidas
entre los elementos del misme, De manera fundamental, los estruc-
turas matemdticas dependen de ks © de fos cparaciones Gue 5o ssto.
blezcan “a priori” en los comjuntos que se manejan, y el carmnllmientd
de determinadas propiedades para los mismos permite caracterizar
tales estructuras.

El objetivo de este capitulo &5, justomente, anclizar, o partir de
sistemas oxiomdticos, los estructurcs més importantes
algunas propiedades genercles en les mismas, los que fociliton, de
manera notable, los estudios especicles que de esos iones
encaran las diferentes ramas de o metematics.

Una ley de composicin interna + definide o= wm cosjunts G,
confiers al mismo una efructure de grepe % ¥ 1o ¥ diche
ley es asociativa, existe clemento nestro pertencciente ol

Tty vk amenrs o s e S et

Es decir que dodo G = {x.y.z,%. | ¥ una ley#, la estruc-
tura de grupo queda definide por los custro exiomas siguientes:

Gy Vx, Yy E€G 3z €G/xay = =

Gui Vx, Vy, V2EG - xaylez = xx(y#2)
Gri 3e €G/ Vx€G - ewx = x¥e = x
G Vx €G, IXEG/x*#x = X4x =
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E oles condicones el grupo que resta susle designare par la
ma letra G, o decirse que el conjunto G es un grupo, pero con todo
rigor debe emend:rse que el grupo es una cupla integrada por G y la.
operacién e

Grupo = [(G, *) / % satisface Gy, Gz, Gs y Gl

Definicién

re una estructura do grupo conmutativo

Un conlumto G ade
chal Y 38 4 (G, ) o5 un grupo ¥ la ley # es con-

Es decir, para que exista grupo abeliano, ademds de los axiomas
G, Gu, Gy y G, debe verificarse el siguiente:

G Wx, WyEG: x*y = y*x

Howlat

) El conjunto Z de los mimeros enteros y la ley adicién forman un
grupo abeliano, usualmente llamado grupo aditivo, cuyo elemento neutro s
el mimero cero.

b) El conjunto de todos los vectores de un plano, de origen O y la ley

F47 = = (donde T se obtiene por la conocida regla del paralelogramo) forman
grupo abeliano,

<) El conjunto G = (1,1} y la ley usual de la multiplicacion forman
grupo_abeliano.

Observacién

Todo grupo definido por la ley multiplicacién, o cualquiera otra
no expresamente anotada, se suele denammur grupo_ multiplicativo,
en tanto que se reserva el nombre de gru a los abelianos
para leyes de adicién.

2. PROPIEDADES DE LOS GRUPOS
1. — En todo grupo el elemento neutro es inico.

simplemente el corolario de la definicion del neutro del copi-
o anterior (g, 72)

11— Bl simétrico de un elemento es nico.



Es e teorema del simétrico en un ley asociative fpdg 74)
i —T-dulud-u“dl conjunts con estructura de
son regulares pore I ley que Jo define.
Debe demostrarse:
a%b
y bxa
por o izquends ¢ ortecedente de lo implica-
cién m o o sekiticn e
oaloshl = T xlasc) = ley oscciativa
= (scies = (@ sclsc => def. de simétrico
esc = def. de neutro

Y de andloga maners se demuestra lo implicacién @
Coleri
En todo grupo es valids e prapieded camcelative.
Lo garantiza la propiedad 111

IV. — En todo grupo, los ecuscismes:
asx=b ; yse=58
admiten siempre, cada unc, une solucién Gmics.

Consideremos la primera ecuacion y compengemes ser I (2quier-
d s s ambrce oo 6 sfctdi IR

' #la%x) = o'*b = ley cscatve
= (@’#a)*x = a'*b => def de semstrico
Setx = o'#b = def de meutro
= x=a'*b

Y como por deim:cxén de grupo,
G3CEGy o'sb
resulta que existe snempre ¢ = o'+ b que sotisface la ecuacién, o
sea que es solucion de lo misma
Es deci

a*x =b=>x=a'sb
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idonde la unicidad de la solucién estd garontizads por ke Mmicdies Sel |
‘simétrico.
Anélogamente se procederia con la segunda ecuscin.

Observacién

Si G es un grupo aditivo, entonces la ec G
a%x = b, seexpresapor a+x =5
y segtn la solucién general, obtenida a través de la propiedad V-

x=b+d
Pero el simétrico de a: o, pora la adicién es el opuesto —a,
luego
x = b4 (-0 m
Por otra parte, una expresién del tipo:
afx=b
permite definir una operacién inversa de la odicién, lo sustraccién:
x=b-a&atx=b @
Y de (1) y (2
b-a=b+(-a @

un grupo aditivo smmpre puede defi la sustraccién,
:hpendltme "G To_adicion, puseto. aue 489an (3) la sustraccion entrs
dos elementos de un grupo es svmp\!mﬂ\u la adicién del primero
(minuendo) y el opuesto del segundo (sustraendo). Lo sustraccién o su
vez, resulta una ley de cDmDﬂsmién interna.

De idéntica manera un grupo multiplicativo permite siempre
introduclr a operociée division come inversa d o qus defi i gripo
y en tl caso diidirdos elementos do un grupo mulflicativ equivele
 multiplicar el primero por el reciproco del seg

Ejemplo

EL conjunto de los mimeros racionales, ezcluldo el cero: Q* y la ley

2 £ 2 forman un grupo abeliano, donde el inverso de wn elemento
b d b.d £ L
- »
2 resulta ser el racional —
0 T

De scurdo con o oberscion anterior, en <l conjuio Q° e
siempre ia divisign entre dos clementos cuslesquiera’ de Q* y ¢l cociente se

o s 1 primer imers. (cioidendo), por. el resigroes el



Es decir:

»
= s

resultando ln conocida regle elemenssi dei cocsente htemde & fraés de los
productos cruzados.

3. GRUPOS FINITOS
Definicién
Un grupo es fimite s el comjunto G tiene un

integra
Nirare b de lemntee; misere qus_ reciba ol nombre
de orden del grupe.

Introduciremes un e ks grupos finitos importantes de la ma-
temdtica, justomente &l que dio origen o las teorias de grupo a partir
o aharon iciles G gpams exemétic francés Evariso Galois,

proseguidos por el no menas femess matematico norusgo Niels Abel:
el llamado grupo sustituciones.

Definicién
Dado un conjunto finito A, de » slementas. se Soms permuto-
cién de A o todo ordenamiento estricts de los slementcs de A.

Si A = [g,b,¢,d), uno permutacion de A es & mismo con-
junto A, pero clyos elementos se hon ordencds, ser sme, de I
s

nte manero:

= (b.o,c.d)

Resulta que dos permutaciones de un conpunto sk difieren en
el orden en que se consideran los mismos elementos, @ s cudles en un
grdenamiento,de partida podria. cSgnimses sibndices naturales
1;2,0 sy niEn encio, formar los permutociones de un con-
jinto 6 ancantrar fodas Jas Splicociones Biyectives posibles del con-
Junto dec cobre o cojnts de SR SR comprenidos entre
ly \imero total de los permutaciones de
Soiinto A habd s ot of e ok o bryseciones oo
puedan definirse entre:

A= (abed . oum oy B=(1,23,. ...n
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Existen, en primer lugar, n biyecciones (pues hoy  elementos)
aue aplican los elementos de A sobre el nimero | de B, puesto que

h
a1
fs

b— 1
n et

i
m— 1
i consideromos la f; , existen n — 1 biyecciones que aplican los
elementos diferentes de a sobre el nimero 2:
1
b= 12
\_;\_1
=——t12

(=1 Ry

#n—1)
om ——— 12
it
¥ recurrentemente, la ¥ crigina n — 2 biyecciones que aplican
elementos diferentes de a y b sobre el 3, etc. de modo tal que el
némero total de aplicaciones de A sobre
A — 1 =2 ...~ (1] =
que es la expresion del factorial de n. Y si indicamos por P, el nd-

mero de permutaciones de un conjunto A, de n elementos, se tendrd
la clésica férmula de los permutaciones del dlgebra combinatoria

Aln —Nn-2...2:1

Po=nt

Definicién

iyectiva de un con-

Se llama_sustitucion o toda oplicacion
e s s M s
Si s es lo sustifucion:
A A
e uno sustitucién transforma una permutacién del con-
94 junto A en otra permutacion de A.



Definicién

Se llama sustitucion idéntics s ko sustitacién gue tramsforme
una permutacin de A en I misme permetocién.

Ejemplo
sea
A= (123) dommmate
Las permutaciones de A. g posee tres elementos, s0m & (3¢ = §):
(18.2) 5 (B3} @A ELY @21 ; (123)
¥ en consecuencia 12 smssitaciomes pesibles son:

s s,
23 2. g
o1
an s oy
ey

B
(123 — g2y
Donde s, es la sustitucion idéntica.

Notacién

Se suele indicar una sustitucién mediante una froccién smbdlico,
cuyo numerador es la permutacion de partida y & dememmader lo
permutacién transformada.

Es decir la 5 del ejemplo anterior se indicaria:

12,3
S (2, 1.3)

Esta notacién permite observar cloromente que lo sustitucion s;
es una biyeccién que asigna como homéloga del elemento 1 el 2; como.
imagen del 2 el 1, y como imagen del 3 & msma 3.

Y en consecuiencia, los seis frocciones simbalicas siguientes son

expresiones de la mismo sustitucion s yo aue fodas ellos conservon
los imégenes que origina s, como cplicacién:

« = ACEDGEEDC DGR o
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Corolarios

| — Lo aplicacién compuesto de dos sustituciones de un mis-
mo conjunto es otra sustitucion.

En efecto, como las sustituciones son aplicaciones biyectivas, la
o austinsciones o otra aplicacién biyectiva da A en

i se ho visto en el copitulo anterior. Por ofra perte, si %
{ransiarma una permutocion P, del conjunto A, en otra Py y la susti
ién 5, transforma la P, en P,, la aplicacién compuesta es lo aplica-
16n que tronsforma lo P, en P,, que es una sustitucion s.

Es decir:

e =a ()

aplicacién inversa de una sustitucién es otra sustitu-

mo s e5 una aplcockén biyectiva, existe la aplicacion inversa
s Y s transforma la permutacion Py en Py, 1a 5 tronsforma
Py en P.. Luego s es una sustituci

IRl mtmeseo do suitcecionss de un conjunto finito de n
ntos es n!

Teorema

E con‘un‘o dl Mu las sustituciones de in conjunto finito y
lo ley d n d smos como aplicaciones for-
Fiem w5 fihie.

Sea A = (a,b,¢,d, ,m) y designemos por G el conjunto
de las sustituciones de A: G = (s}

Probamos que se satisfacen los cuatro axiomas de grupo:
GiiVs, V5, €G, 35 €G /5105 = s
Se satisface por corolario I.
Gii Vs, V5, V5L €G: (seos)os = s (s,05)

Se satisfoce, pues la composicién de aplicaciones es siempre aso
ciativa (copitulo anterior)

G, Existe s, €G/Vs €G: s.om = 508 =



Y, en efecto, existe s, por definicién de sustitucién idéntico.
GiVs €G3 €G/s'en = sox' = &
Se satisface segin el corolorio Il
Como ademds el conjunta G tiene un mimens Snito de elementos:
(G,%) & un grpo fets
El grupo G, de los sustituciones de un conpunto finito A, que
motemd-

reviste gran importancia en el descrolio de mltiples fecrics
ticas, recibe tombién ¢! nombee de Grupe simétrics @ n variebles.

4. SUBGRUPOS

Definicién
Un conjunts  imchuids en un grupo G, se denomina subgrupo
de G sy sélo = 2o e vacio y € un grupo para lo misma ley
de compoicidn de G

& decie: (G, %) grpo
(H, %) subgrupo de G <= = 2. HC Gy (H.#) es un grupo
Ejemplo

EL conjunto.
un subgrupo del

Corolario

Todo grupo G admite por lo menos dos sebgrapes, & mismo y
el conjunto unitario constituido por ¢f slements mewtrs de G.

5. SEMIGRUPOS

Definicién
Se llama semigrupo @ lo estructurs que sdquiers un conjunto
provisto de una ley de compesicién interna y asociativo.

8o sule desgnartambin o s semigrupos grpoides o monoides.
s decir que los axiomas de semigrnupo son

Si: ¥x, Wy €S xsy €S
S Wx, Yy, V1, €S (xsylez = xlyr2) 97



e L
semigrupo para la ley de comporctn de
15 segin e ha i, o compesiidn ieTeslice TGRS
casin s o Gasonion vesfate sevpre 16 yroplated ik

6. GRUPOS ORDENADOS

Se llama grupo ordenado a todo grupo abeliano G, provisto de
una relmnn s orden totul (), ‘e setisbecs ta iasies

mec AVx WEG/x <yl = x#z < y#z
Observacién

Lo condicién x < y = x#*z < y*z, suele expresarse dicien-
do que el orden es invariante para toda traslacion.

Ejemplo

relacidn de menor o igual asigna estructura de grupo ordenado a los
e ublitres s Lo sevo ants maconatn'y veles vespaomsmnitre

Definicién

Se llaman elementos positivos de un grupo ordenado o aque-
Hlos que cumplen la condicién:

Si e es el elemento neutro de G, x €G es positivo <> e < x
Definicién
Todo elemento que no es positivo, ni neutro, se llama negativo.

ANILLOS

U ey do composicién interna deinida entr los slementos de

kit h ponmitis Inficckics i primer e structura

pebroica, la de grupo, con sus popieddes carecterstins,

cestvamente

inea de una segunda ley
‘composicién interna fockicida sh el mwsmo conjunto.




Definicion

Un conjunto Ay dosloyes de compancién
A, constituyen un anille, i y sk 5 le primers operscide con-
ora of conpente us’ it i Wbl 3 o
aunda o asocotiv y deblomente Satubutive mapects de

Es decir que dodo A = [ny.zf | y k= coerocicoss
e e e
s
Operacién =
A (A %) & wn grupo cbeliano
Operacién

As W, YyEAIEA/xoy
AC ¥x, Wy, Y2EA (xey)ez = xolyoz)

Operacién o respecta de =
Ac Vx, Wy, Y2EA: xalys2) = (xay)s(xs2)

fyrax exie (zex)

tales condiciones el onillo que rests susle desigrorse con lo
m:umlanaA o decirse que el conjurto A & o arlio, pero, insis-
timos, desde n punto de vista cbsclutemente enten-

rigurs> cebe
derse’ que el anillo es una fema integrade per A ¥ ko3 cperciones
estrellay circulo:

Anillo = [(A, % ¢) / # satisfoce Ay, 20 As y AL wyec A

idn
Un conjunto A adquiere une estructurs de saills commutative
oy ile 1 (A, 4, 00 o el ey o e
Es decir, debe cumplirse un quinto cxicma:
A Vx, VyEA xey = yox

Corolario

Si un anillo es conmutativo, I doble distributividad de la se-
gunda operacién respecto de la primera es cierta si se verifica
simplemente a la izquierda o o lo derecha.



Definicién

Si la segu A, tal clemento
s Pl el gl i

Ejemplos

o) Bl conjunto Z de los mimeros entero y Lo leyes de adicion y mul
Aiocs oustonion
En efec

o T propiotatis considen de i enteros e, sruslen s de
tisfasen los aziomas_ e enllo €} que s ademas conmuiativo y uniario
oo sesdo perele prars. cperecin—tema-— g1l nesis 0o de la

sequnda — prod:

b) El confunto de los mimeros pares con los leyes usuales de la adicidn y

i ituyen un anillo no unitario.

Lo 'y multiplicacién son leyes de composicion interna en el con-

Junto dado puesta que
Par + par = par par X par = par

¥ ex entonces tnmediato que se satisfocen los aziomas de anillo conm-
tativo,

‘En cambio tal anillo no resulta wnitario ya que no existe elemento neutro

para la multiplicacidn (el neutro serfa el nimero 1, que no pertenece al con-
~junto que se manejo, por no ser par)

8. PROPIEDADES DE LOS ANILLOS

Pussto qus un arilloes un grupo cbeliano para la primera ope-
racién, se conservarén en el mismo las propit ge

n los grupos, referidas siempre a esa operacién.
presencia de una segunda ley introduce algunas ofras propiedades
de gran interés.

I —En

mento

todo anillo el compuesto de cualquier elemento, a través de
segunda operacién con el neutro de la primera, es este ele-
nto neutro.

Si es e el neutro de la primera operacién, debe demostrarse:
Vo€EA => ace = e y eca=ce
Por ser e neutro: YbEA: b¥e = b
Componiendo con a a la izquierda por la segunda ley:
aelbse) = asb

Por A
(aeb)*(ave) = asb

Y por definicién de neutro:
(aeb)#lose) = (@b *e



Pero para la primera operacién todos los slementos son regu o
res por constituir grupo abelieno:
(oee) = ¢

Y de manera andloge se proboric que e= s = &

Observacién

Esta sencilla propiedad demuestrs, de wno vez por tadss, cue <
<omyuntos

producto por el nimero cer es semprs e, en fodes ks
de numeros que forman anilie.

I1. — Llamando o’ of opuesto de o segin#, b’ ol de by (oo b)’

ol de (a0

Il o eb = laebl | Il, asb’ = (aeb)
Que es equivalente o

I @eb)*ioet)
Pero, en Il

Il (oeb)xlach) = e

bislast) = @saleb  por A,
(aobl#last) = esb  por A
Y por lo propiedod 1

(Cebleices) =
Anglogomente se satisfoce I
111, — Con los mismos significades se deses prber:

deb’ = asb
Por la propiedad anterior:
dob’ = (aeb) m

Por Il,:
(aob) = lasbiT
Y por propiedad del opuesto de un cpuestc:
(0obY = asb @
De (1) y @
el = ceb

Observacién

Si los anillos son numéricos,
o =g b= byl b =—lab
y los propiedades se traducen:
(~0) b= o b ac (b = b

(a) b =a-b

101



102

Que demuestran también de una todas la fomosa regla
s sonce, sin Pecesidad Siquiers e hablar de elementos nego-
tivas o positi

9. SUBANILLOS

Definicién

Un conjunto A’ luido en un anillo A es un subanillo d! A si
es un subgrupo para lo primera ley y es cerrado para
sunda operacion.

Es inmediato que en tales condiciones un subanillo es tamt
anillo

Ejemplo
Sea Z el conjunto de los mimeros enteros y
A = (x/2€Z A z = miltiplo de a)

Como la suma de dos mltiplos de es también miltiplo
de dire aimre 4o opute e en. milhpls & Tombiés n_ Wl
es inmediato que el conjunto A” es un subgrupo del grupo aditivo de los mime.

enteros. ¥ como a et producto G- dos mltplos de o mmero e

otro mmm el miemo, Ta sgunda operecin e eerre
uego, de acuerdo con la. definicidn

(&', 4.%) es un subanillo de (7, +,x)

10. ANILLOS DE INTEGRIDAD

En un anillo la primera ley de composicion gozo, segin se ha
e da o propieced concel iyl o etricrar Un i
Ecce oé elomentcatsc ol
ccurte 1o, proplo con. . segunda ley,  que) pusds oo ser
s\mphh;ub]g La consideracién de esos dos casos posibles es de gran
mportancio, pues la imposibilidad de simplificar no depende sola-
ménte de estar perando con el nomero cero

s claro que la igualdad
-0 = b+0, no autoriza a concluir que a = b

Pero aun para elementos no nulos la expresion

=b.c y ¢+ 0 puede no implicar @ = b.

En efecto, tol circunstancio se encuentra por ejemplo en el pro-
ducto de matrices cuadradas. Recordemos el significado"de producto



de dos maf

s (por comodidod tomamos matrices cuadradas 2.x2).
[u c] [m pl, omicn  apteg
b d n  alTlemias ia
Aplicando esta definiciin, sfectusmcs fos sguientes productos:

GG e d
eI =

De donde resulta:
2 27 s -1 [ )
[z 306 913 210
obvio que de esa igusidad no podrd extroerse que el primer
factor del primer miembro s igual of primero del segundo miembro

puesto que:
2 2 s -1
[2 2] & [s — ]
Esta conclusién justifica entonces lo diferenciocién entre estruc-

turas con segunda ley simplificable © o, adn excluidos los elementos
nulos. Y por ello la siguiente:

Definicién
Se denos de integridad o todo enille ceye segundc
ley de composicion es simplificable cusndo se sxcieyen los

elementos nulos.

Es decir que para definir un anillo de integridad Aates que infro-
ducir el siguiente axioma:

As: Yo, Vb, Vc,EA/c#0: aec = bec &> &

Ejemplo

El ya mencionado ejemplo de los mimeres
gridad de acuerdo con las conocidas
cacidn

Contraciemplo
Para las matrices cuadradas e define ie edicidn:

[s SElElE

+m e+n]
bin dig
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v demetrarse el e
Y la operacidn multiplicacion, antes definids, completa una estructura de anillo
o cormatotee Pene, come; s b ek e el ma om e,

11. DOMINIOS DE INTEGRIDAD

Al introducir el concepto de anillo se considers el caso parti-

culor dalanlo nnltanu, es decir, el que contiene el elemento neutro
ién. La simultaneidad de los con-

Coptos de integridod y unitario permite introducir o siguiente

Definicién

Se llama dominio de mh'nﬁi o todo anillo de integridad
que es al mismo tiempo unitario.

Es decir, la definicién de un dominio de integridad obliga o la
inclusién de un nuevo axiomo:

Ar 3EA/VxEA: sox = xo5 = X
Fiemplo

onfeno 2 o1 pdentemente wn domialo de inteyridad (por ora i,
ol el S i

Observacién

El anillo de matrices cuadradas 2x 2 es unitario ya que puede
comprobarse de inmediato que lo matriz:

[o 1]

s slamento autr pars o multiplcos
o tal anillo o puede transformarse en dominio, por no ser de

imgn

12. CUERPOS

El recuerdo de los propiedades elementales de la aritmética de
los némeros racionales, reales y complejos nos hace observar que la
odicién y la multiplicacién en cada uno de los conjuntos que ellos

siempre un reciproco, condicién no exigida hasta ahora.
El ogregado de esa nueva condicién a los axiomas anteriores



introduce, entonces, una nueva estructura clgebraica, corocterizada
por la siguiente:

Definicién

decir, que dodo K = [x. ¥, Z.1, - dnm.- la estruc-
tura de cuerpo queda definids por Iummsﬁgu]

Ki: (K, %) grupo cbelions (axiomes G, ol Gs)
: (K*, o) grupo, donde K* es el conjunto de los elementos no

K

nulés de K (oxiomes G of

) xslys) = (xey) s (xo2)
Ke W, ¥y, Y R S = (e 8 (2o )

se ha observado pore grupos y anillcs, Gun cuondo se de-
signe of coerpo por K. o eupe s s e

Cuerpo = [(K, %, %) / se sotisfocen K., Koy Kal
Definicisn

bt commetetivo,
3y sélo o (K, 401 E RESSRE W S

Es decir debe verificarse odemés:
Ki: Vx, Wy €K: xoy = yox

Ejemplo

mimeros racionales, resies o compicsen, formen cueTpo commullivo
pove 1 b 3 e
Contrasjemplo

Los enteros o forman cuerpo paesto que wm extero @ carece de reciproco
(——)mmm..z saiso pars. lon valores particulares de a = 1 0

105



106

Corolario

Todo cuerpo es un anillo de integridad.
51 (6,9 o un cusrpo: K° ) s un grupo y px propisded de
S e regulares es decir que en K'
vﬂhdn la ley cnncelohvﬂ, Iueg

(K, %,9) es un anillo de integridad.

Todo dominio de integridad de un nimero finito de elementos
es un cuerpo.

Pora demostra tal enunclodo bastart probar que todo elemento
no nulo del dominio tiene un simétrico, para lo segunda ley, pert
neciente ol dominio.

omo el nimero de elementos es finito, si se suprimen los elemen-
tos nulos, los restantes son también finitos y podran designarse:

= {oy, 0, 04, Q). . G}

y entre ellos estd incluido el elemento unidad que podemos suponer
seael oy

Al componer los elementos de A con un a,, fijo, arbitrario, como A
tiene n elementos, se obtendrén n compuestos que, por la ley de com-
posicién, son elementos de A. Dos cualesquiera de esos compuestos.
son diferentes, pues si existiera:
600, = a00, como o, % 0, resultaria o, = o, por Aq (absurdo)
En consecuencia, teniendo A, n elementos (que incluye el ay) y siendo
Ios compuestos Con o también n, diferentes entre s, existe necesario.
mente un q tal que: a0 0; = a; => o = a/

Y el dominio s un cuerpo.

13. SUBCUERPOS

Un conjunto K’ - & incluido en K, que es un cuerpo para las
leyes  y o, es un subcuerpo de K si es también cuerpo para las
mismas leyes.

Bl cuerpo de los racionales es un subcuerpo del cuerpo de los reales
éste o s vez es wn subcuerpo del cuerpo de los complejos,



14. ESPACIOS VECTORIALES

Las estructuras analizodes hasts Ghors hon 585 engendradas por

clan determinadas propiedodes. Hobwndese feyes de com-
posicion externa para elementos e un comunto con operadores
otro, como fales conjuntes ciganes de los estructuras

discutidas, resultc lo posibifidad de introducir mueves estructurcs
combinadas. Como se vers, este ruswo plonteo permitind flevar o
dar forma abstracta generol o fundomentoles conceptos de fo mo-
temtica

Definicién

Un conjunts £ sue < un grupo sbelono pare uno operacién
interna * , odquiere wna estructura de e: io sobre
un confnte €, sue < un cusrpo pora A y L,
existe una ley de composicion externa de E
dicha ley es distribative *, distributiva
pectode T , asocietiva .unmd- .y admite como elemen-
to neutro el newtro de lo operoci
r, E es espocio vectorial sobre K, i se satisfacen los si-
quisntes axiomos:
Ei (€ = (xy,%.., *) grpo chelions
Bt (K= (3,B,7,- ), T o 2) cverpo
B 3/ KA+ E, VX EE Y€K &5 o x€E
Eia-(x*y) = a-x%3 y
B TP ex = a-xafey
o a B0 = (@1 Pix
E:Sip €EK/Va€KipLa=a1p
Entonces Yx€E: - x = x

Ejemplo

Seo B = P = (AG)BG), ) comunts g todos ios pokmomios
de una variable ra
% s la suma de polinowios

= (x/ mimero real}
es la adicidn de reales
es Lo multiplicacidn de resies
es la multiplicocidn wsust de = wémero real por un polinomio,
es_decir, i A(Z) = 8%+ GaT) 4+ QT 0 Y
«€K:
@A@) =& e e T e g Ao

=t
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a operacidn externa o - A(z) se suele llamar también producte
escalar del polimonio A (x) por el real o
o et clemenion e seifcen de et
@ un espacio vectorial
(P00 e qrvo abalew: el e ceriy i e
interna en P, asociativa, admite como elemento newiro el polmems
ala, 3 e cpaest e un polinomio cualgsies se shilme
considerando los opuestos de los coeficientes del polinomio dade.
Ey (K, T, 1) es un cuerpo, en este caso conmutativo
By 3f: - A(2) = B(2), segin significado de producto escalar.
E; e [A@ +B(@)] =A@ + « B(@)

Bl neutro de lo segunda ley de K es el real 1. Y en tal caso:
YA(2) €P: 1-A(D) = A()
B comsecuenca o confesto P de poinomios e wn expaco vecorial sobre
el cuerpo de los nimeros reales

Definicién

Se llama vector a cualquier elemento de un espacio vectorial.
Definicién

Si E es un conjunto no vacio incluido en un espacio vectorial
& sobre un cuerpo K y las leyes interna y extema de &,
aplicadas en E, dan o E estructura de espacio vectorial, enton-
ces E se lloma subespacio vectorial de &

15. FAMILIA LIBRE. BASE Y DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL

Elementos linealmente independientes

Defini

Un elemento x de un espacio vectorial €, se llama combina-
it linoa do una famile ,, de clementos de £, si existe un
conjunto de operadores o, €K (designados con los mismos
subindices de x) tal qut

x =YX



Observacién
s. los elementos o son todos fls, resute Ja % = 0.
Jol caso se susle dacir que el slements O & e combinacidn
hneul el de lon %

Corolario

El conjunto E = (x/x = 3o %] e wn sebespacie vects-
torial de €.
Ello es inmediato, por cunts la aperocién infema y de g,
dan al conunto de todes o x ok plet st
estructura de espacio vectorial y

Definicién

Una familia de elementos § Eianionte o » o
m

D-unph,iylﬁlo-(hdulﬁ & son iguales

X es familia libre si
lax=0&4=0 V¥

Base de un espacio vectorial

Definicién
conjunto E lacleide sn st & empunten &
euyuno.man.lmma.s wne combimacica fneal
los elementos de
Definkcién
Se llama base do un espacio vectorial £ sbre un cuerpo

Kc'oduhm"hx.m-&ﬂ--ﬁ-hmn—
tos linealmente independientes y engendre @ & .

Es decir:
x e uno base de € &
XEEABax = 0= Ya=0)aVxEE x = Tarx
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Definicién

Si (x,) s una base y un vector x es de la forme x — = x_les
elementos o, se llaman coordenadas o componentes
X, y los elementos x, proyecciones del mismo vector (obsér-
vese que tales proyecciones son tam )

Corolario
Las coordenadas de todo vector x, en una base x, son Gnicas.
Sea
x = Sax
Supongamos que x admite también coordenados af. Entonces
x = Saix
Luego
Iax—3afxn =0
0 sea:

0

3 (o —ax
Y como x es una base, resulta
—d)=0= a=aqd
Y el sistema o es Gnico.
Definicién
$i € es un espacio vectorial sobre un cuerpo K que posce una

base de un nimero finito de clomentos, tal nimero de elemen-
tos se llama dimensién de ese espacio.

Ejemplo

slquiente efemplo se pndt de manifist todo o conceplos i
s W:c:m
= {2z reaorios demn oo es o)

la suma de vectores por regla del paralelogramo.
2 cuerpo de los nimeroa e
es la adicidn de nimeros reales
es la multiplicacion de nimeros reales.

fucto de un mimero real por un vector

raneo

Con tales elementos probaremos:
1.— & es un espacio vectorial sobre K

es inmedioto, pues resulto & un grupo abeliano para la
110 ud.:.m i ¥ la ley externa satisface los axiomas de espa




—Si consideramos un sistema de coordenadas cartesi
el plano euclideo de ejes phel i

den considerar respectivamente vectorss & y = . o los que susle
darse el nombre de versores si sus médulcs son igusles o i unidod

Lo famite
(e &) & uno fomilic libre
£n efecto:

Soa = e + ue
y eso expresion serd el vector
nulo X = 0 s8lo si son simulté-
neamente nulos a y .

3. —Todo vector libre del
plano es una combinacién lineal

= b % deciye

En efecto, dado X siempre es posible considerar el vector equi
polente'al dod conl et (s vectores equipolentes son vecto-
es libres iguales). Proyectando @ sobre os ejes, se obtienen pro-
yecciones a y a: , tal que segin la ley de adicién
T=amtor
Pero, dados @ y & existe siempre un nimero reol =, toies gue
o=
y andlogamente:
G =aa
Luego:

De anéloga manera se proboria o relocién reciproca.
—La familia E = (e, &) s una base del espacio vectorial
que se estudia

Ya se probs aue e, &) es una familia libre, que, ademds,
engendra € 11
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— I espacio vectorial de todos los vectores libres del plano
=uc|vdec s de dimension 2.

En efecto una base s (&, &), y su nimero de elementos es 2.
Observacién
En el ejemplo concreto eneror, fijodo o buse (&1, &), todo
vector libre del plan es de la forma
= =
T = we + e

Y en consecuencia cada vector o queda caracterizado por sus
componentes @ de manera Gnica y reciprocamente. P tonces

considerarse que las mismas definen al vector @ y en tal caso:

= (a; ),

que r ol concepto cbsrocto de vector, independiente de
significaciones concretas especiales.




EJERCICIOS

1.— En un grupo abeliano, resoloer ls ecuacién:
zabze=8zse

2.— En el confunto Z de los nimeros exteres, se fome como ley de compo
sicion:

ey =—3
Probar que (Z,%) 1o es u= grape
3.— En el conjunto de los wimeron resles excluidos 0,—1 y 1 se definen
las aplicaciones:
h L1 5 L1

B T
z
Demostrar que el conpunto finito: A = (fy.fa Ty 1y} €5 un grupo pora
1o ley de composicion de cpiicaciones.
4.— Sea el conjunto C, cuyos elementos son cuplas de mimeros racionales:
€= ((a:b) /anb€Q)
En C se define la ley:
(@id)
Qué estructura tiene (C.%)?

5.— Demostrar que el conjunto C = [(1;8) /b raciens) e == subgrape
de C.

8. Demastrar que lo condicén necesaria y muficiene pers g v compenic
thwﬂlndulmmunwuwo un subgrupo del mirms, pers &
misma ley de G, es

Vx,Vyeu-ng'en
Demostrar que en todo grupo ordenado:
o) Tez<yar => <y
<y ray<e
QrsySy ST
dz<yar<t=>rez< gt
En un grupo abeliano aditivo, se define us sepwads leg-
Vo ¥b:a-8=8
Demostrar que el grupo y ess ey formen w= swilio.
9.— Sea un conjunto C, cuyos elementos som cupias de enteros.
€ = ((s:b) feabEZ)
En C se definen las leyes:
(@3b) + G

) = (a+a:b+d)
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(a:b) (a:b)

(a0’ 4 200" ab + ba')

Demosirar que C, con ales leyes, es un anillo unitarlo. (Es de integridad”
iEs dominio?

10.— Se considera un conjunto S, cuyos elementos son cuplas de mimeros
reales

{(aib) /anb mimeros reales)

se definen en S las dos leyes:
@iW) + (@) = @I

@) @) = @i )
P T e U e
Cundo S es wn c

11— Demastrar que el conjunto de los mimeros reales de la Iorma a+b VN,
donde @ y b som reales y N natural, es un subcuerpo del cuerpo de los

12— Demostrar que la interseccion de dos subcuerpos de un cuerpo es tam-
bién un subcuerpo.

13.— Sea & el conjunto de cuplas de mimeros reales.
En § se define;

(@30) 4 (cid) = (@+cib+d)
¥ la ley externa:

waib) = (ua;0)

GEs & un espacio vectorial sobre el cuerpo de los reales? ;Qué azioma
o se cumple?

14, — Demastrar que si los vectores a,,,0y,. .0, son linealmente indepen-
ienintasmbia o oo s vectors b aics gue
Rt it

15.— Denosirar que si dos subespacios E y E* de un espacio vectoriol &
tenen o misma dimensidn y E'C. E, entonces, necesariamente, E' = E.



CAPITULO VI

Si alguien acepta lo idea de que en un diccionario se definen
de un

os los términos iGoma, evidertemerte se equivoce.  Basta
e B sencillo, Si se busca el significado de la
polabra “dolor” se encuentra “pesar, sfiiccién, peno

“dolor, amargura, pesadumre, afliccién”’. “Pena’ es “dolor, afliccién,
pesadumbre, tristeza”; y no hoce falta it i lejos para ver
que se estd efectuando un recorrido circular. (Dénde esta el defecto?
En pensar que p definirse todos los términcs de un lengudie.
Si se quiere evitar el circulo vicioso, la Gnca &

efectuar algin corte brusco. Es decir, &5 necesario consderar en un
momento de cualquier discurso légico, termincs Gue no 5= definen o
términos primitivos.

onamiento circulor no puede tolerorse respecto de

leducen, las cuales se conocen como axiomas o

1. EL METODO MATEMATICO

Los ideas anteriores don lo base del métds amomatics utiizodo
en matemtica.

Se eligen términos primitivos técaices ce tres fmos conjuntos,
leyes algebraicas o relaciones, y tombién termines primitives l6gicos.
Ademés, se indica un conjunto de propiedades Bésices que cumplen

it lo

que definen mplicitomente o los prmties o
El resto de elementos o utifizer, osi camo los
roctones o i, S8 efes S RRSNIRS  C=  Clcled y los
teoremas se deducen de los axiomes wiilizende reglos logicos
En general, es comiin no aclarar cusles son los términos légicos
que se consideran primitivos, tales come: “fodo”’, “algunc”’, etc. y se
utiliza, salvo indicacién contrario, la légica clésica. Esto légica, tam.
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Bién llamada del sentido comiin o ansﬂm!llcn, SR

volores poslbles pora cualquier propos o falsedod. Existen
jicas modernas que aceptan, per e[zmplo, una tercera posi-

y cudlauier. proposicion. pued ser, entonces, Yermiodera o

misma fore, fas Ioglcas multivalentes aceptan n valores posibles
pa proposiciones. Si se utliza cualauiero de estes légicas no
:Iuslcas, debe repensarse todo el

le decir que paralelamente al Stione otartico s el
Jo validez de ung 1641co bivalente con todas sus reglas o fautologlas,

han sido mencionados en el capitulo | y pueden utilizarse libremente.
Las més empleadas son, por ejemplo, la del tercero excluido: p ¥ ~p ;
o de no contradiccién: ~(p A ~p) ; la del silogi

p=aal@=>0=p=0,e

Por Io tants, aparte de la légica empleada, que en este libro se
considera clasica, un sistema matemdtico formal se compone de:
1) términos primitivos (elementos, operaciones o relaciones sin
definir)

2) axiomas (propiedades de los términos primitivos que no se
demues"an)

3) definiciones (todos los términos no primitivos deben ser de-
finidos

4) woremes (fodos fon propiedades no primitivas deben dedu-
cirse de los 0 ).

De acuerdo con el planteo anterior, los términos primitivos no
tienen en si mismos significodo alguno, es declr, son veriables a los
gue puede represenorse simplemerte con leras: x .2, C, R
Los axiomas que se refieren a dichas variables son, por fo fanto, fun-
Glonds propeecioiles

i se sustituyen las variables (términos primitivos) por entes signi-
ficativos, las funciones proposicionales (axiomas) se convierten en pro-
posiciones. Esto e, so ha dodo una interpetacién ol sistema axiomd-
fico. Si la interpretacién conviertt en pr
Verdadaras} Sntorsas-ga ha chterids i medele ol i

Sor e tonto, pubien Caratdercras dos aspecion el et de [oe
sistemas oxiomaticos.

El primero, es el estudio del sistema abstracto en si mismo.
cecir, un sistema abstracto no es un compendio de leyes arbitrarios,
sin sentido propio, sino una entidad légica que debe reunir ciertas
propiedades. Expresions del tipo " axioma A implica ! teorema ma T’
© “el axioma B es independiente en el sistema S” pueden ser verda:
deros o falsos y son proposiciones referentes a postulados o teoremas
Su estudio constituye lo “matemética pura”’.




E otro cspecto s el estudio de los interpretosionss y modelos,
pora el e elgunes autores resarvan el nombes de “masemdtics
aplicada’”

2. EJEMPLO DE UN SISTEMA AXIOMATICO

Sistema O:
uﬂmmu:u—‘—nc (e.b.c,...}
relecién binaric R definids en C

oxiomas : A, - R es reflexiva
A - R es ontisimétrica
A, R es tronsitive

(La relacién R, segin se ha visto en el cop. IlI, establece en el con-
junto C un orden parciol omplio)

De los postuodos Ay Asy Ay, puede deducirse gicomente una
serie de teoremas Ty, Ts,... Las definiciones se designorén Dy,
Di,...

b o &> aRb les decir, § es lo relocion R
: S es una relacién reflexive en C. Esto es xE€C => x §x
Demostracién:

)

Xx€C=> xRx por A
xRx=> x §x por Dy

luego, xE€C =5 x.§ x

To : S es una rolacién antisimétrica en C.
Estoes, x SoAa Sx=>x=¢

Demostracién:
xSanaSx =>aR xsxRapr By
eRxAxRa=>a=x por Ay

a=x=>x=6
Luego, x SanaSx > x=2a

S es una relocién tronsitive en

Demostracién:
xSysySz=>yRxazRy porD
yRxazRy =zRyasyRx conmutdea
2Ry AyRx = zRx por Ay
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ZRx > xSz P D,
Luego, x SyaySz=>xS8z

El sistena formado por los mm-nos primitives fndicados fos axo-

pura o abstracta, cuyo desarrollo puede continuarse con otros teoremas
y definiciones.
Interpretacidn 1 (aritmética).

C es el conjunto de los nimeros enteros.

R es la relacién de “menor o igual”.
Intorpretacién 2 (teoria de conjuntos)

C es el conjunto potencial de un conjunto finito A, o sea, C
st formado por todos los subconjuntos de A.
R es la relocién de inclusion (impropia) entre conjuntos.
Puede probarse que cada una de fos interpretaciones anteriores
convierte @ los axiomas Ay, Ar y As en proposicionss. verdadercs,
Lisce, consittuyen modelos el Shters ©

3. OTRO EJEMPLO DE SISTEMA AXIOMATICO

Sistema B:
primitivos : un conjunto C = (o, b,c...}
dos operaciones binarias U y N
axiomas :

By Uy N son operaciones conmutativas. O seo,
Ya€C, YbEC, es aub=bua y
eanNnb=bnNa
existe clemento neutro para cada operacién. O seo,
32€C, JuEC/YaEC, es aUz=a
y anu=a, z%u

£

B, : coda operacién es distributiva con respecto o la otra.
O sea,
YoEC, YbEC, VcEC, es au bn o) =
=(ubnuagyanbug=Enbulanc



B, : pora cada clemento o de C existe o en C
QUd =u y anNa' =z

(Este sistema recibe el nombre de Sigebra de Boole Los postulodos
anteriores fueron establecidos por £ V. Hungtinton!

T, : Las operaciones U y 1 cumplen ko ley idempotents, 2sto o5,
Vx€C, esa) x Ux = x Bl x 0

Demastracién:

Intercambiondo 1 por 1 y z por u, se obtiene la parte b).
T. - Para todo elemento x del conjunto C se cumple
dxuu=u bxnz=z
Demostracién:

xnx por By
xNx'un por By
xnxyulxnaz porBy
zZU(xn 2 por B,
xnnuz por B
xnz por B

a part b también se oliendipor iofiad, e dRckeliaean
xmndn Uporny u

Di:xcy&xuy =y

Puede continuarse asi el desarrollo de esto rome de motemdtica
pura que ha recibido variados e importantes anlicasines

Interpretacién 1 (teoria de conjuntos)

C es ! conjunto potencicl de wm comnts A no vocio.
U es la operacién “unién” de compuntos.
Nees lo operacién “interseccién” de canjuntos.

ente e € =  CHNSIS SRSl coniunio A v o esel
complements, relath i cudis SRS fexicto o



Interpretacion 2 (aritmética)

C es el conjunto de divisores naturales del nimero 30, es dec
€=1(,2,3,5,6,10,15,30)

X Uy es el minimo comin miltiplo de x e y.

XNy es el méximo comin divisor de x

En este caso, z es 1y u es 30

Interpretacién 3 (célculo proposicional)

C es un conjunto de proposiciones.
U es lo “disyuncién” de proposiciones.
N es lo “conjuncién” de proposiciones.
u es una proposicién tautolégica, z es la negacin de una pro-
posicién tautolégica y lo igualdad significa equivalencia logi
probarse, segln icado, que estas tres vmgrprula-
oo o i it ersa oo 8

4. PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS AXIOMATICOS

De acuerdo con lo establecido anteriormente, podria pensarse que
basta dar una coleccién cualquiera de simbolos como términos primi-
tivos y un conjunto arbitrario de postulados para obtener un sistema
axiomético y, por lo tonto, una expresion de matemética pura.

Existe, sin embargo, un conjunto de propiedades que dan interés
¥ valor a los sistemos. Algunas de ellas son indispensobles y. otras
solamente aconsejables.

viene considerar en primer lugar un concepto importante en
cualquier estudio matemético.

Equivalencia
Definicién
i los términos

primitivos en
oro.

Dos sistemas S,y S, son equivalentes si y
imitivos de cada uno de ellos son definibles

Lo nocién de sistemas equivalentes corresponde al concepto de
propesiciones equivalentes.
demostrarse, por ejemplo, que el siguiente sistema es equi-
120  valente ol indicodo en un punto anterior para el digebra de Boole.



Sistema B':
primitivos : un conjunto C = (o, b,c. |
una operacién binaris °
una operacién wnitaris
xioma:
8, @ C Ose,
v=sc Wec manb—bne
B’ : la operacién ) _es asociativa en C. O sec,
Vo€C, YbEC, YcEC, es
@nblnc=anbne
Yo€C, Yo€C, si 3x€C/anb
entonces a N b= a
B, : Yo€C, Yo€C,si an b
entonces ¥x€C es an b

xnx

Lo demostrocién de la equivalencia de los sistemas By B’ consiste
en probar:
19) los términos primitivos de la formulacién anterior, s
son"comunes a ambas formulaciones, deben definirse en base
nuevos y éstos en base a los onteriores. u plied
modmm- Ny ",y debe definirse medionte U y .

29 los oxiomas B, , By, By y By, que no pertenecen o lo segunda
formulacién, deben deducirse de los axiomas 8%, B3, B y B y estos
AGltimos de los anteriores.

Se demuestra que la equivalencio de sistemas es uno relacién de
ivotencla, de acas son fo i ics SR S

Compatibilid
Definicién

consistencia o no contradiccién

Un iomatico es compatible i y 35l s sur exiomas
no .mplmn contradiccion,

Entre todos las propiedades de un sisteme de pestulodds, ésta es
la nica imprescindible. Es decir, su cusencia indica que el sistema
rado no tiene ningln valor légico ni matemdtico.

la compatibilided de un sistema no s un problema sen-
cillo. Si en una teorfa abstracta aparecen dos axiomas o teoremas que
se contradicen, entonces queda proboda de inmediato su incompatibi-
lidad. En cambio, si la teoria no es contradictoria, es précticamente
imposible enunciar todos los feoremas v probor si que no existe nin-
gin par que se contradiga.
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Lo consistencio de un sistema se prueba entonces de manera indi-
recto, por el método de los modelos. La prueba es concreta si pu
exhibirse una interpretacién real que satisfaga los axiomas. Por ejem-
plo, el sistema formado por los axiomas de equivalencia es consistente
Concretamente, pues pueden exhibirse modelos con n objetos reales,
para n nimers finito. La compatibilidod queda probada ol asumirse
que g realidad o es contreictoria

mbio, i &l conjunto tiene infinitos elementos es imposible
exhibir un modelo reol y debe recurrirse entonces a otros sistemos

Gticos

Por ejemplo, de la interpretacién 1 del sistema de orden omplio
parcial, se puede concluir que este sistema es consistente si lo es lo
oritmética de los numeros enteros. Del mismo modo, por ejemplo, lo

s nimeros reales. En estos cosos, la consistencia es relativa, es

recles.
i consideraciones anteriores, puede darse
“efectiva” de sistema compatible:

Teniendo
o siguiente defini

Un sistema axior

ico es compatible si y sélo si tiene modelo.

Los modelos hallados previamente para los axiomas de ofden
parcial y para el lgebra de Boole prueban entonces su compatibilidad.

Independencia

Un oxioma es independiente en un conjunto de axiomos si no
puede demastrarse Iégicamente a partir de los otros axiomas.
malments, sl S e un distema, A un oxoma de S, ~A s
ST Al s siterna! dorce 30 K clido! el wisma
AY5 48 es el sistemo a cual se ho agregado el axioma B, entonces,

Definicién

A es indopendiente en S si y sélo si Sy (S—A) + ~A son
ambos compatibles.

Un sistema es independiente si todos sus axiomas lo son.
Ejemplo
Sea el sistema O de orden porcial amplio indicado anteriormente,
cuyos axiomas son
A2 x€C = xRx

A (xRyryRX=> x=y
A xRy A vRD = xRz



O es independiente si y s6l0 si A, es independiente ¥ A, es inde-
pendiente y A, es independiente
1) A, es independiente

Recordando que al negar lo implicaciin 5 = g se cbtiene lo
conjuncién & A ~q, la negocién de A, fiene ko forma siguente

~Ai 1 3x/x€C A xR x
Se debe encontrar entonces, un modelo pora ¢f sistema ~A; L As y Ay

Interpretacién:
C=(0,1,2) R=(0;N
La interpretacién es modelo, pues verifico:
~A) 0EC » ORO
A (1;1) es el Gnico par de la relacion y
ARIATRD=> 1 =1

A)ORIATIRD = IR

2) A es independiente

~A; : Ix€C, Iy €C/ xRy a yRX) a4 x=y
Debe existir un modelo para A; , ~A. y A,

Interpretacién:
C=(x/x€2) xRy |xl=ly
A) x€C =3 | x| = |x| pordefinicién de valor absoluto.
~A) (3] = [-3]a[-3] = [3)a3 % -3
A (x| =lylaly] = |z]) = |x| = |z| porpropiedod

del valor absoluto.

3) As es independiente
~As : 3xEC, Iy €C, ZEC/ xRy a yRD A xRz
Debe existir modelo para Ay, As y ~As

Interpretacién:
C=1(0,1,2) R=(0;0,0;0.0:0,0;2,02;2)
A)ORO, IR1, 2R2
A)(ORO AORO = 0 =0
ARIAIRD= 1 =1
@R242R2 = 2=2
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Para el resto de los pares de la relacion, la antisimetria se satis-
face trivialmente. Ejemplo: OR 1 pero 1 R 0, luego al ser falso el
antecedente, la implicacién del oxiomo es verdadera.

~A) OR1A1R2) A 0K2

Lo independencia no es una propiedad esencial en un sistema ma-
temético y a veces se sacrifica por razones de conveniencia. Por

jemplo, el sistema indicado para un orden estricto total no es indepen-
diente y se han elegido esos axiomas simplemente por razones peda-
s. En efecto:
E : o-reflexividad
E. : osimetria
E, : transitividod
E

tricotomia
E: puede deducirse de los otros oxiomos.

Sea el teorema correspondiente : a R b => b K a
iccién: (@Rb A bRa) = aRa (por E) que contra-

Luego, el teorema queda demostrado.

Completicidad, integridad o saturacién

Al establecer un conjunto de axiomas es conveniente, a veces,
indicar todos los axiomas independientes posibles, de manera tal que
ning(in teorema correspondiente o la teoria pueda quedar sin demos-
tracién. Es decir:

Definicién

Un sistema esté completo o saturado si para cualquier propie-
dad p, relativa a lo teoria, los axiomas del sistema implican
dicha propiedad o su negacisn. O Sl existe ningin enun-
ciado p que pueda ser axioma independiente en el sistema.

Como en el caso de la compatibilidad, es més fécil probar que
B csee ko propiedi Silen o Ousarrlls 160 0e
teoric se llega a un teorema que no puede probarse i negarse, enton-
ces el sistema elegido no alcanza como soporte de la teorla, es decir,

et completo. Para probar que un sistema estd completo se con-
o s indicecto, apelando a los modelos.



Definicién

Un sistema 5 es categerico si y s6io s dos cusiesquiers de sus
‘modelos son isomorfos. (S5l interess io categaricidod de siste-
mas compatibles.)

Esto significa que entre dos modelos cuslesquiers de S puede
“preserva” relociones

pleto y , en general, categaricidad y completicidad se consideran con-
ceptos I6gicamente equivalentes.

En resumen, para probar que un sistema no esté completo basta
exhibir dos modelos no isomorfos. En cambio, para probar que lo
esté, el método consiste en demostrar que cada modelo del sistema es
isomorfo con un modelo elegido.

Ejemplo

Los axiomas de orden parcial amplio no constituyen un sistema
completo.

Bosta considerar los dos modelos siguientes
1.2 R:g
1,2,3,4 R:<

Es evidente que M, y M; no son isomorfos, pues no es posible
definir entre ellos una aplicacién biyectiva.

El sistema se puede transformar en un sistema cotegérica & s
afiade un postulado que fije el nimero de elementos del canjumta:

A, : C contiene exactamente 4 elementos.

La propiedad de completicidad puede ser desecble © na. segin
los casos. La ventaja de muchos sistemas incompletcs est en f gron
amplitud de sus oplicaciones. Por ejemplo, los axiomes d= grupe 50

que
es incompleto. Lo mismo sucede con los anilles, cuerpas, relociones de
equivalencia, relaciones de orden, etc

o categoricidod de un sistema &5 &na relocién de equivalencia
en el conjunto formado por fodos sus madelcs y dos interpretaciones
pertenecen a la misma clase s y 58l si son isomorfos. La categori-
cidad corresponde entonces, a la existencia de una solo clase de equi-
valencia en el conjunto de los modelos.
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EJERCICIOS

1.— Considerando el siguiente sistema
L: primitivos : C = {a,b,¢,d) R relacin binaria
aziomas © = (@RbV bRa)
Ay aRb = amb
A,: @RbABRC) = aRe
A, - C tiene exactamente cuatro elementos.

Probar los siguientes teoremas:

T, :(zA0AZEbAGRD) => @Rz y zR)
Ty 31 €C/ Ya€C es 2 %a
2.— Probar que L es un sistema compatible.
3.— Probar que L es un sistema independiente.
4.— Probar que L es un sistema categdrico,
5.— Prober que la equivalencia de sistemas ariomdticos es una relacin de
ber gue

8.— Dar ejemplos de definiciones equivalentes

7.— Establecer la compatibilidad del sistema de ariomas para un cuerpo.

8.— Probar que los ariomas de la relacion de equivalencia son indepen
dientes.

8/ Probar la computhlidaa del siguiete sistema, donds “flor” y “esiela”

B ot flr s s un confunto de esrelas
F, : dos flores diferentes cualesquiera fienen una y solo una estrella en

com
7\ coda estella pertenece a dos Jores y solamenie & dos.
F,  esisten cactamente custro for
i modelo geomeéirics interpretando “flor” coma recta y
“esirela” como punto
10.— De los aziomas anteriores deducir los sigulenes teoremas:
T, : existen exactamente seis estrellas
T, : a cada flor pertenecen ezactamente fres estrells

11— Probar que el isomorfismo entre modelos de wn sistema aziomatico es una
relacion. de equivalencia.



CAPITULO Vil

El niimero y sus generalizaciones

1._EVOLUCION DEL CONCEPTO DE NOMERO

El ntmero, piedra angulor de fodo el edificio matem
recentumenta BRI RI6L 1 i ors copactes o 1o Vi
cotidiana. Sin embargo, si @ una persona medianamente cuta y habil

aparente triviolidod de la pregunto, o bien lo Saatlos o
nimero es un nimero, o tal vez, algin =i

Para los motemiices (2 el RSl 5 sl BT
tiempo se la formularon sin hallar respuesta sotisfactorio. Lo cusstién
es, en efecto, profunda y compleja; su andlisis v més ollé del terrenc
puramente matemético y preocupa por iguel o légicas y filésafos.

Kroenecker, matemético alemén del siglo XIX, soslays el sro-
blema con su conocida conclusidn: el nimero es obra de Dics, ko
dems corresponde a los hombres. Klein, por su parte olude o lo
sensacién de bienestar que se experimenta cuando se deje o un lad
dicha cuestién.

Lo génesis del niimero se pierde en el origen remats de los pri-
meros nicleos humanos. Aparece allf el nimero coma nocen pamana
estrechamente vinculada a los obietos matericles y come resuitods de

aporecen términos distintos pora designar el nimer segin que los
objetos de que se trafe sean personas, arimales o cosas. Restos de
esa distincion subsisten en los idiomes modermos, como ser yunta,
poreja, casal, par, etc

e sentido precario del nimero se ensancha cuando el hombre
adquiere la técnica de contar, operacién que requiere cierto grodo de



evolucion mental. Pero fue necesario que la inteligencia humana
alcanzase un nivel superior de desarrollo para que o idea concreta del
nimero diese lugar a su concepcién abstracta. Advertir que una
yunta de bueyes o un par de personas son ambos ejemplos concretos
dels numuo dos, requiere un refinado proceso de abstraccién, opera-

ue marca, sin dudo, un jalén en el desenvolvimiento de o fo-
Cllfodes Intetscit

s largo proceso histérico o través del cual el con-

£2pto de nimero se amlié con la creocién da las regla del célculo y
las sucesivas extensiones que lo llevaron a su forma ectual.

es recién en el siglo XIX cuando los e
al estudio riguroso  sistemético del concepto de namero y en parf
cular del ndmero notural.

2. EL NOMERO NATURAL. SU

A través de las teorias formuladas para fundamentarlo, el nimero
natural cparece desdoblado en dos aspectos: el cordlnol 7 el ordmol
nimero cardinal surge como resp: o pre-
gunta: ¢eudntos elementos tane un conjontcp En 61 6 preszmdz de
la naturcleza de los clementos y del 5 0 i s presiotin. Sa
como veremos o idea de cortespondencia y nace
como_atributo caracteristico. de Ios ¢onjuntos. finites entre los
existe una biyeccién.

El nimero ordinal nace en cambio de la operacién de contar, Al
Contor se esigno a cada elemento del conjunto un nimero; esto implica
una orden t elementos del mismo y el nimero que co-
roaconi i i Glarnte os o e conjunto,

Lo separacién de ambos conceptos, cardinal u ordinol, establece

minos para la fundamentacién del nimero natural. En su con-
ek de cardinal noce, por abstraccién, de o feorla de conjuntos.
inal se introduce axiométicamente y se considera, por Io
tanto, cencemo primitivo.
mer camino fue o Cantor, Fregue, Dedekind,
Russel, El segundo fue adoptado.por Peas, e formels 2u. teoric
dentro de los sistemas formales. cr.cdus por Hilbert.

DEL NOMERO NATURAL

Sistema de Peano

Lo teoria de Peano es axiomética y ordinal y porte de tres
conceptos primitivos: un_objeto llamado 1, un conjunto N cuyos
elementos se lloman nimeros naturcles y una relacién ‘siguiente de”’

128 o sq, definicos implicitamente por medio de cinco axiomas.



Ny: Uno es un nimero natural (1 €N)

Ny: Todo nimero natural tiens un énico sigwiente
VxEN,3sgx EN/fs = sgxaz=sx = s ==

Ny i los siguientes de dos slementos som igusles, fos slementos
también lo son:

wx=my>x=y

VXEN, | # sgx

i un conjunto C de mimeros naturales es fal que | pertensce
261y of siguisnts do todo nimero naturl porteneciente @
C. pensut eSS I ahtuacis dus contlons @ fodse

[!C/C:Nnec,\ (x€C=> sgx€C)] = NG C

Observacién

E nimero do axiomes de este sstem pusde redcine o cuctr,
teniendo que N, y N, equivalen ol siguiente enunciodo’ s
es una upll:nclén |nymwu de Nen N.

Estos axiomes, al senalar las propiedodes del llomado conjunto
natural e rfionds R
paso a paso los conjuntos que safisfocen el esquemo propuest
clur nqua”os e o o Caraplen hsto iegor 6 10 ometesste

rotal de una Gnica especie de conjuntos.

Asi, el N, elimina los conjuntos vocics. El N permite considerar
‘aquellos conjuntos ordenados por la relacién primitiva “siguiente” que
no ofrecen bifurcacién en la generocion del elemento siguiente & uno
dado; por ejemplo, si se considera el conjunto formada por fades s
hombres y la relacién “ ser padre de” como sgwm'! se satisfocen
las condiciones del N, pues el conjunto no es vocio, y del N., pues
cacde dlemento tians U nico Sgulente, Sin emias stie st
es polifurcable hacia afrds, pues coda hombre puede ser podre de
varios hijos. Este posible desdoblomiento de lo relocién se elimina
con el Ny, que. ufvrmn o unicidod del antecedente cel por de elemen-
tos vinculados por

1 N, Impone . candlesin detia SRR Lo
inicial.

obuwur que existen numerosos ejemplos de conjuntos que

st SEe primeros que estdn lejos de ser
rodelos el conjunto atural Ast los cuatro condiciones
las reuni de conjuntos disjuntos linealmente ordenados, sin pri

mero ni Gltimo elemento, con lo restriccion de que uno de ellos tenga
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origen pero no extremo. Por ejemplo lo reunién de los tres conjuntos
siguientes:

Esta arbitrariedad desaparece por obra del N;, que selecciona
entre la voriedod de sucesiones formadas o expensos de un elemento
inicial por Io relacién generadora “siguiente", las sucesiones naturales
que son las sucesiones minimas que pueden obtenerse de esa manero,
es decir, las que estén incluidos en cualquier conjunto que contenga
al una y ol siguiente de un elemento pertencciente o
£1'N; s ol llamado principio de Induccién completo y s la base

del fructifero método do damastracion del mismo nombre. En efecto

propisdod que e cumple poe |y cumpiéndoss pore uo i
ral cualquiera, se cumple también paro el siguiente, entonces P es
Una propladad goe partonecs & fodos low aimerce na
equivalencia de ambos enunciados es inmediata si se considera
que dor el conjunto C implica dar una propiedad P, la de pertenecer
 C; reciprocamente, dar una propiedad P implica dar’un conjunto C,
€1 formado por 105 slementos que cumplen P.
£l mismo axioma es el fundamento de las definiciones por re-
currencio, que permiten la creacion de nuevos conceptos en los que
figure un nimero natural cualquiera, mediante un proceso de cons-
e sxslonodo indctivavents
tos procedimientos Peano edifica toda la aritmética sobre
ol concepto. de’ némee erdinl. El desaroll es estimable por su
perfeccién légica, pero resulta laborioso y pesado por el uso reiterado
del principio de induccién completa y su carécter esencialmente for-
ma, lo cual hace que el método no sea “aconseiable ol ivel de Ia
ensefanza me
Se ha abjetado, odembs, ol sistema de Pearo, que sus postulado
no definen en realidad los némeros naturales ordinales, pues no os
caracterizan univocamente, sino a cualquier sucesién natural de entes
Sbitrios Asi o hizo ot Rissal qle bserv gue toce sucesién
o p con primer elemento o, y en la que
ments fenga un sisuiente, dererminado por clerta relaciones,
satisfoce los cinco axiomas. La objecién desaparece si se considera que
los conceptes de sucesén natural y de sucesion numérica natural son
fsomorfos y por lo tanto pueden considerarse como modelos d




concepto dnico. Basta entonces, fomar una cuclquiers de ellos como
representante de las demds y signar o coda uno de sus elementos un
nombre y un simbalo convencional que Io identifique. Tal padria ser,
por ejemplo, la sucesion 1,2, 3, .

4. ADICION Y MULTIPLICACION DE LOS NOMEROS NATURALES
EN EL SISTEMA DE PEANO

inen por medio del métado de recurrencio que wutilizo el
siguiente proceso de construccién:

1) Se define explicitomente el compuesto de un ndmero natural
cualquiera o con el nimero natural |

11) Se define explicitomente ¢l compuesto de o con el siguiente
de un nimero natural cuslquiera h.
11 o) 1)y cplcondo of pm-p.o« induccién completo, se

compuesto de o y b, numeros naturales cualesquiero.

obtien
Definicién

Se llama adicion de n—am mnlll o lo operacién que
sotisface los siguientes definiciones explicitas:

N: Yo, Yh€N,a+3gh = sglo+h)

Como se advierte, la segunda definicién, se refiere o lo cperocién
de sumar el siguiente de h o un nimero natural cuclquiers o, asmi-
tiendo como definida la operocién de sumar h ol mismo. En virtud
de lo definicién explicita Ny, la N; puede escribirse:

ottht D =lo+h+1

De esta manero, oplicando reiterodomente Ny y No se cbtisne.
por recurrencia lo suma de a - b, cualesquiera que seon & ¥ &

sgle+1)
ses2

Es decir, por aplicacion del Ns de Pecno, resulto o prima focie de-
finido lo suma a -+ b y osi s en realided, pero lo anterior no basta
para asegurarlo y es necesario establecer que la sumo o -+ b queda
univocamente determinada

Si C es el conjunto de los nimeros naturles x tales que a +x
esté_definida univocomente, resulfa por No y por ser 1 €N, que
1€C. Sia+x = y/x€EC, resultc y univocomente determinado
por hipbtesis de recurrencia y por lo fanto también su siguiente, 0 sea




x. Es decir, el sg y pertenece
[ﬁ.,n Csdec(1¢+b estd univocomente
tural

bién tn nimero na
Consecvencia
Lo adicién de nimeros noturales es una ley de composicién
interna.
En base a lo definicién y a los axiomas se pueden demostrar las.
siguientes:

lades.

la adicién de nomeros naturales
l.—a+b¥b
2 — Conmutative:a +b = b+a
3 — Asociative: (0+b)+c=at+ b+
4 — Cancelativas: b+a = c+a => b=c
a+b=a+c =>b=c
5.—aw%b => atcrbtc
Corolario
Lo adicién de nimeros naturales no posee elemento neutro.
Es inmediato segiin la propiedad 1
Definicién
Se llama multiplicacion de nimeros naturales a la operacion
que satisface las siguientes definiciones explicitas:
Ny Ya€N, a1 =a
Ne: Yo, Yh€N, a-sgh = a h+a

Andlogamente a lo hecho en el caso de la on proce-
dimiento similar, se demuestra que el praducto o b, Ysclesquiera
sean a y b, queda univocamente determ

on también de demostracién inmedio‘ﬂ las siguientes:

Propiedades de lu multiplicacién de ngmeros naturales

~ 1 — Conmutstiva: o b=b-a
132 — Asociativa:  (a-b)c =a:(b-ec)




3. — Distributiva respecto de la adicién:
(b+d =c bta e

4.— Cancelativas: 0 c =g b=>c =5
cca=ba=c=8b

s inmediat a poric de Nu  de o propiedod conmutatvo. €5 e
nimero

Observacidn

En el sistemo de Peano, no se considera el cero como perte)

cambio formal que consiste en

En tal caso, las definiciones de odicién y multiplicacién se cam-

bian por las siguientes:
Ne: o 40

N a+sgh = sgla+ h)

Ny a'sgh = a*h+a

Se define | con ello rlsul'vn de inmedicto como feo-
remas los. defmlcmnei dﬂdns anteriormente

En efecto: o+ 1 = a+590 = sglo+0) = 552
a1l =a'sg0 =0-0+o=0%c

OTROS SISTEMAS AXIOMATICOS PARA EL NOMERO NATURAL

Siguiendo el comino enunciado per Peano, otros matemdticos
como Padoo, Pieri, etc., se ocuparon de definir oxiométicomente el
nimero notural.

Padoa reduce o dos los conceptos primitivos: nmero natural y
siguiente, ol observar que de los proposiciones mismos se_puede
extroer la definicién del nimero que no es siguiente de ningin otro.
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Caracteriza dichos conceptos por medio de cuatro oxiomos inde-
pendientes

1. — El siguiente de un nimero natural es un némers natural.

11, —Si los siguientes de dos nimeros naturales son iguales, di-
chos nimeros también lo son.

111, — Existe por lo menos un nimero natural que no es el si-
guiente de ofro.

IV. —Si en un conjunto C de nimeros noturales hay un nimera
Que no es siguiente de otro y si el siguiente de un ele-
mento de C, pertenece también o C, entonces C contiene
o cualquier nimero natural.

a estos axiomas, se demuestra la unicidad del nimero
que no es siguiente de otro.
Pieri toma los mismos conceptos primitivos: nimero notural y
siguiente y construye un sistema de cuatro oxiomas independientes:
1. — Existe, por lo menos, un nimero naturol.
11. — El siguiente de un nimero natural es un nimero natural.
111. — Si dos nimeros son siguientes de otro, son iguales

1V. — En cualquier conjunto no vacio de nimeros naturales existe
por lo menos un elemento que no es siguiente de ofro ele-
mento del mismo conjunto.

En ambos sistemas, una vez establecidos ls proposi primi-
tives, se dofinen las oparacionts de adiion y muliplicocién por recu
rrencio, como en la feoria de Pea

6. FUNDAMENTACION DEL NUMERO NATURAL
POR TEORIA DE CONJUNTOS
El ntimero natural surge, en su foz cardinal, como atributo carac-

teristico de los conjuntos finitos y se opoya en la idea de coordi
bilidad.

Definicién
Be s que un  conlunte s ko cuondo ze puede i

n perfecta, es decir, una ordena
i la culfad subéenjunte ne vacio tenga primero'y Ghtimo
‘elementos.




Definicién

Se dice que dos conjuntos X e Y son equipatentes o coording-
bles, cuando existe una biyeccién de X sobre Y.

X equipotente Y &> 36 § X = ¥ biyective.
Definicién

Lo relacién que vincule dos conjuntos equipotentes s llama
coordi d o equipotencio.

equipotencia entre conjuntos es una relacion de equiva-

En efecto, se cumplen las condiciones exigidas:
o) reflexividad X equipotente X .

Basta tomar como biyeccién f lo funcién idéntica que o cada
elemento x € X hace corresponder el mismo elemento

b) simetria X equipotente Y &> Y equipotente X.

Si f es una biyeccién de X sobre Y, 4 es una biyeccién de ¥
sobre X
<) transitividad [X equip. Y A Y equip. Z] => X equp Z
Si f es una biyeccién de X sobre Yy g es una biyeccien de ¥
sobre Z, g+ f es una biyeccién de X sobre Z.

Como se ha visto en el capitulo |11, toda relocién de equnaiencic
definida en un conjunto determina en éste Una particitn en ciases
de equivalencio.

ego, si se considera el conjunto F, formada por fadas los con-
juntos finitos, la relacién de coordinabilidad entre los mismos
snidlina pericioy s conjintca e e cls
pueden que les es
comén. Nuestra mente crea asi, pol abetroceiim, i Puevo objeto o
concepto que toma el nombre de nimero notural cardinal.

Definicién
s= llaman nimeros naturales cardinales a los elementos del
s) pe

cociente del conjunto F (de conjuntos v la
relochin ds, coorjinabifidist
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A cado conjunto finito se
su natural cardinal, tol que;
Card. (X) = Card. (Y) &> X equip. ¥

O lo que es lo mismo: X e Y pertenecen a la misma close de
equlvﬂlencvu
Decimos Gl (e dos conjuntos coordinables tienen el mismo
nimero de elemen

Los dos caminos seguldos hasta chora para fundamentar el ni-
e Thatiiol, sen o o0 esgicto ondiallo ey Al 00N conducen,
en el caso de los conjuntos finitos, a un concepto dnico, el de nimero
natural. Pora esto se prusba que el nimero ordinal de un conjunto
finito es Gnico e independiente del orden en que se consideran sus
elementos y esta proposicién constituye el llomado rindiilatds e
riancia del nimero

Esta invariancia existe también en el caso del cardinal, pues si
un conjunto es equipotente con otro, lo sigue siendo cualquiera sea:
o forma en que se realiza lo correspondenc

De ohi que ambos aspectos, nimero cardinal y ndmero ordinal

o et o e i e oty relo-
tivo a las conjuntos e de numero natural.

H niimera natural carecteriza, pues, los conjuntos finitos y. este-
blece cuantos elementos lo componen.

Si los conjuntos son infinitos no rige el mismo principio. Segin
sea el orden seguido al contar, el ordinal es distinto. Lo extensién
de la operacién de contar al caso de los conjuntos infinitos se debe
a Cantor que cred los nimeros trasfinitos para distinguir los diferen-
tes tipos de conjuntos infinitos.

7. DEFINICION DE LAS OPERACIONES
ENTRE LOS NOMEROS NATURALES

En la teoria de Peano sabre los nimeros naturales se definen las
i adicién y por el método de

En la teoria conjuntista, se definen a partir de las operaciones it
onjuntos. Existe otro procedimiento axiomdtico por el cual se caracte-
rizan simlténeamente los nimeros naturales y ambas operaciones

Se toman como elementos primitivos un conjunto N cuyos ele-

mentos s designon mimoros naturoles, y dos operociones binaras ce-

rradas en N llamadas adicién y multiplicacion.

Los oxiomos que cumplen dichos objetos son los siguientes:

atb=b+a

Conmautativided de la adiciér
Asociatividad de la «6 u+b)+c a+(b+e)
- Conmutatividad de lo :a-b=b-a

- Asociatividad de lo mulﬂplk.dén (a+b)-c = a:(b-c)

EZrZz



N; : Distributivi la m le-e«u- con respecto a la od
cién: a- (b + o =ab+
N, : Existencia del neutro pars lo —hﬂu&-&

I1EN/Yo€EN,o 1 =o.

Ne:
Na: Ca

Ny :

Ni: a % b=> Ix/o+x=b x 3y/a =b+y
Ni: Si N'SINCN, TEN A mEN = m+ 1EN)
entonces N = N
Se demuestra que todo conjunto asi definido es isomorfo a cual-
quier conjunto caracterizado por el sistema de Peano, estructurados
en la forma expuesta en cada caso por los operaciones adicién y.
multiplicacién

8. PROPIEDADES ESTRUCTURALES DEL CONJUNTO
DE LOS NOMEROS NATURALES

De lo tratado resulta que el conjunto de los ndmeros naturales es

a) un semigrupo abeliono, concelativo, sin elemento neutro, con
respecto a la edicién.

b) Un semigrupo abeliano, cancelativo, con elementa neutra, con
respecto a la multiplicacién.

9. EXTENSION DEL CONCEPTO DE NOMERO

a concepto de nimero se amplia sucesivomente, & medde cue
i hacer posibles algunas operaciones.

dos debe satisfacer las reglas operatorios estoblecidas en el sisterna
otestone 3 b o v R R i vievo como om0
particular.
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De otro mado, i A es un conjunto en el que se hon definido una
o dos operaciones, se dice que B es una ampliocién de A si, definidas
en B dos oparaciones csrperdis o los de A, existe un
junto A’ de B, i o A Se impone también como condicién
igualmente csenclal que se cumplan en B las propiedades que no se
cumplen en A y que motivaron lo extension, o sea, se debe pasar, por
ejemplo, de un semigrupo @ un grupo o de un dominio de integridad
a un cuer;

10. EL NOMERO ENTERO

Nos ocuparemos @ continuacion de la primera ampliacién del
concepto de nimero, es decir, de los nimeros enteros, como ejemplo.
de los métodos usuales a fal fin, dejondo para un volumen posterior
fos e subsiguientes.

meros enteros se introducen con el objeto de dar siempre
sobicion o fa eouacin @

Existe solucién en el campo de los nimeros naturales sélo si
b> o, en cuyo caso se representa x = b —a y se dice que x es la
diferencia entre b (minuendo) y a (sustraendo). La operacién que
permite hallar x se llama sustroccién.

Si b< o, la ecuacién mencionada carece de solucién en el cam-
po natural.

| problema consiste entorces en ampliar el conjunto N, alge-
brizado por una ley de compesicién infema, conmutativa y asaciativa,
To licitn, que le confiere etructura de semigrupo abliano, de modo
qus s obtsnga un confinto més amplio provisto de una ley intemo,
extension de la anterior en el sentido de conferirle estructura de grupo.
Es decir, que exista neutro y que cada elemento de N tenga su simé-
trico en el nuevo conjunto.

11. CONSTRUCCION DE LOS ENTEROS POR EL METODO GENETICO

Sea N &l conjunto de los nimeros naturales y consideremos el
producto cartesiano £ — Nx N, es decir, el conjunto de los pares
erdenades (a ; b) formados con elementos de N

Definicidn

Dos pares (a; b) y (c;d) €E, son equivalentes si y sélo si:
+d=btc

aib) ~ (c;d) &> a+d=b+c



Lo relacién dada es efectivamente de cquivalencio, pues & cum-
plen las condiciones exigidos

o) reflexividad:
(a;b) ~ (a;b) pues
b) simetria
(@;b).~ (c;d) = lc:d) ~ (a;b)
Pues a+d=btc=cib=d+ta

<) transitividad
fla;b) ~ (c an ; a) ~ (e 0=
b~ (e f)
En efecto, si a+d = b+ dte, resulta
@+d + 4 = ©rO t @t

Y aplicando las propiedades asociativa y conmutativa en N, se
obtiene:

@+H+lc+d = b+e +(c+d
Y por la propiedad cancelativa de la adicion en N
=b+e

La relacién precedente divice, pues, o
equivalencio

a

njunto E en ¢

Definicién

Se Hlama conjunto de los nimeros enteros o conjunto cociente
do E por la relacion de equivalencia definide ante

Se lo designa por la letra Z. Luego

7 NxN
Definicién
Se llama nimero entero rociensl o mumers
° lMlm, e udﬂ una de los clases de equivelencio del con-
junto
Ejemplo
= {6;4), (! 6) (5;3),(200; 198) ) es una de los cla

ses de equivalencia de
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Enteros positivos, negativs y nulo

Cada close de equivalencia de Z, es decir, cada entero relativo,
admite como un por cualquiera a dicha
clase. O sea todo entero se representa por un par (x ; y) donde x e y
son nmeros naturales.

De acuerdo con ello y considerando que los nimeros naturales
satisfocen la ley de tricotomia, es decir, dados x e y se verifica:
x>y ¥ x =y v x<y, es posible clasificar los enteros relativos
en tres subconjuntos segiin dichas posibilidades.

x>y = x = a+y, luego el par (x;y) = @+y;y)

Es inmediato que todos los pares de la forma (o +y;y), donde

¥ es un nimero natural cualquiera, pertenecen o una misma clase de

equivalencio. En efecto (a+y;y) ~ (a+z;2) pues(a+y) +z

(c+ 2). De ocuerdo con lo enunciado, tiene sentido la
guiente:

Definicién
Se llama entero positivo ol representado por el par (o +y ;)

Se lo simboliza de la siguiente manera:
(a+yiy) = +a

¥ al subconjunto de Z formado por todos los enteros positives
se lo simboliza Z

Anélogamente: si dado el par (x;y) se verifica que x <y, re-
iPo

resultay = x4 b, 0sea (x;y) = (x; x4 b) y los pares de este
pertenecen a una misma clase de equivalencio cualquiera sea x.

Definicién

Se llame entero negativo al representado por el par (x ; x + b)

Se lo simbolize:
x;x+b) = —
¥ ol subconjunto de Z formado por ellos Z~

igual mado, dado el par (x;y) tal que x =y, resulta
e ) s ton s pores de este tipo pertenecen g una misma
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Luego:
o+d+dtd =bibpctc
0 sea
@+0)+@+d) = (b+b)+ lc+c) = @M

De esto surge, como se ha visto en el copitulo IV, e la opera-
cién definid en E = NxN define o induce racion en el
et cocronta 2 et opsvocity 13 anamos i et
enteros.

Luego, Lo dos nimeros enteros, tomamos como repre-
Coe sse de eqmvulenc‘a de Z un par cualquiera perte-
neciente o la misma. Asi, si a se (a;b) y o = clase ("; b"):

atd = (a;b)+@;

atd = (o+a ,h+b)
y el par obfenido representa al nimero entero . El resultado es
Gnico en virtud de la estabilidad de la operacién.

Propiedades de la adicion de nimeros enteros

Es fécil probar que la adicién de enteros es conmutativa, asocia-
tiva y cancelativa, demostraciones que se proponen como ejercicios.

Existencia de elemento neutro. Si existe, el modulo serd un entero
que representaremos por el par (m ; n) perteneciente a la clase que
o define y tal que: k

(a;b) +(m;n) = (a;b)
Por def. de adicién
atm;btn = (a;b
a+m+b =btnta
y por ley cancelativa:
m=n
Luego el elemento neutro es el entero de la forma:
= (m;m
Que, seqiin se na visto, corresponde ol nimero 0.
Existencio del opuesto. Sea el entero « , representado por el par

{2 8), 5 existe su opuesto o’ , que podemos representor por (' ; bY),
debe verificorse, por dehm(mn

(a;b) +(@’; b) = (m;m)



0 sea:
(a+a ;b+b) = (m;m

Es decir:
atd4m=bib4m

Luego
ot = b4b
¥ por def. de igualdod
@;b) = (b;a)

Luego el opuesto de un nimero entero a = (a; b), queda re-
presentado por (b; a) y se lo indica por @ = —a

Consect

El conjunto Z s de la ley de adicién, es decir (Z, ) cons-
liang

tituye un grupo abel

Multiplicacién de nimeros enteros

De manera similar a la adi
ello se introduce la siguiente ley de composicién en E
(;b)+(c;d) = (ac +bd; be +ad)
Se demuestra, como en el caso de la adicién, que la operacién s
estable respecto o I relacién de equivalencia definida en E y se
tiene que: si z = clase (a;b) y p = clase (c; d), eligiendo un re-
presentonte de cada clase:
ap=(a;blc;d
- = (ac+ bd; be + ad)
Donde el segundo miembro es un par de N xN que periencce
o una cierta clase que define al entero

icacién. Para
NxN

de_enteros

Propiedades de la mulf

©) conmutatividad: o § = 5 =
b) asociatividad: (o ) v = = @ 3
©) Existencia del neutro: o ¢ = =
d) Cancelativa para elementos no aulos:
a£O0AraB =ay =>P=y
e) distributividad con respecto o la adicion:
a B+y) =aBtay
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Demostraremos las propiedades c) y €) dejondo las demés, dada
su sencillez, a cargo del lector, como ejercicio.

<) De existir el elemento neutro, al representa
(v,q) para todo nimero entero r!prmnmdo por (a;b) debe verl~
@;b:p;a = (a;b)
O sea:
(op +bq; bp+0ag) = (a;b)

Es deci
ap+ba+b =bp+ag+a
Y por propiedades de los nimeros naturales:
ap 4+ blg+ 1) = bp+olg+1)
Ecuacién con incégnitas p y q , donde es suficiente que se ve-
rifique:
p=q+!
Luego el par (p ; ), tiene la forma: (g +1;a)
Es decir, existe el elemento neutro u = clase (q+ 1;a)
@) Siendo (a; b), (c;d)y (r; s) representantes de los clases que
definen a, y v, respectivamente
a-B+y) = ;b [c;d)+ ;9 = (@;blctridts) =
4artbd4bs;ad+os+bctb) (1)
aptay=(a;blc:d+la;blr;s) =
= (o +bd; be +ad) + (ar+ bs; es +br) =
= (ac4bd+ar4bs;bc+od+as+b) (2
De (N y (2):
G+9 = aBtay

13. ENTRE LOS NOMEROS NATURALES

Y LOS ENTEROS POSITIVOS

Es inmediato que si establecemos lo aplicacién:
£:N-Z+/Yo€N:fla) = clase (a+y;y),

dicha cplicacién es biyectiva: Probaremos que es un isomorfismo con
respecto o los operaciones de adicion y multiplicacion. En efecto,

flo+b) = closella+b) -+y;y



fa) + f(b) = clase (0 + m;m) + close b+ n;nl
= close [(a + b) + (m+n) ; m +n)
Pero clase [(a 4 b) +y;y] = close [0+ 5) + fm + n) ;m + 0]

Luego:
fla+b) = fla)+FB) =

=5 f s un isomorfismo respecto de la odicién.
Anélogamente se prusba que es un isomorfismo con respecto ol
fla-b) = clase(la- b +y;yl
()£ (b) = close (a-+m;m) - clase (b+n;n)
= cluu[(n-b)+m+bm+2mn,‘m+bm+2mn]
[ [
Pero clase'[(a - b) +y;y] = close [(a-b) +p;p]
Luego:
fla-b) = fla)-Fb) =
=5 f es un isomorfismo para la multiplicacién.

En consecuencia: el conjunto de los nimeros enteros Z contiene
un conjunto Z+, isomorfo al de los nimeros naturales con respecto
a los doﬁ lejea e composicién que configuran sus estructuras.

lo tanto el nimero notural o puede representorse por el
lnmm posmvo +a y reciprocamente:

=+a

14. SUSTRACCION DE NOMEROS ENTEROS

Lo ecuacién x +a = B tiene siempre solucién en el compo. de
los nimeros enteros y zﬂa solucién es (nica, puesto que los nGmeros
enteros forman grupo para la adicién y oquelic es propiedod genercl
de todo grupo.

La solucién es x = B+ o«

Resulta entonces segin se ho visto en el copitulo de estructuras,
ue a expensas de lo adicién pusde definirse siempre ofra operacion:
la sustraccién.

Defini

Dados dos némeros enteros f y «, se llama sustraccion o la



operacién interna que asocia a dos enteros dados otro enters ¥
tal que o+ x =

Se indica

=x

Luego f—a = x & atx=p

El entero x se llama resta o diferencia; el primer nimero f se
llama minuendo y el segundo @ sustraendo.

Corolario

La sustraccion de dos nimeros e equivale o la ad
entre el minuent sustraendo.

Es decir

Observacién
S se considera e coso particular en que 2 . B son dos eneros
positivos, o YB=+b
(+b) — (+ S por el isomorfismo entre ente-
ros positivos y naturales. Y teniendo en cuenta el significado de
entero positivo:

B—a=(b+m;m—(atn;n

Luego
p-a=Gb+m;m+niatn),

por el corolario de la definicién de sustraccién y por el significado de
opuesto de un entero,

Es decir:
B—a = (b+m-+n;m-+ a4 n),por definicién de
adicién de enteros; o sea
f—a=(b;a @
De(y (2
b—oa=(;a

De oqui resulto que el punto y coma que se emple como signo
de seporacion entre los nimeros naturales que componen el
(5,2 y que como sabemos representa un entero, significa siempre
el Signos menos.

Como el razonamiento es vélido cualesquiera sean +b y +a,
resulta ef siguiente



Corolario
Todo nimero entero es la diferencia de dos nimeros naturales
Observacién

Dados los nimeros naturales b y o, el enterd ¢ queds univo-
o determinado por la close de equivalencia del par (b al y, por
lo

=b-a

Lo reciproca no se cumple, es decir, y puede ser considerado
como diferencia de infinitos pares de nimeros naturales, todos los que
constituyen los pares que pertenecen  la clase de equivalencia .

15. PROPIEDADES ESTRUCTURALES DE LOS NOMEROS ENTEROS

Se ha definido entre los enteros una ley de composicién interno,
la adicién, que como se ha visto le confiere estructura de grupo abe-
iano. Una segunda ley, la mulfiplicacién, es asociativa, conmutativa,
cancelaivo, doblements distributiv con respecto o lo primera y con
unidad, Asi el conjunto Z, con las operaciones n y mulfi-
Phcoeiénadauiere sshtura o8 il conmutativo, de integuadly
Unitario, es decir, es un d de integridad.

1.— (Z,+) es grupo abeliano aditivo
2.— (Z,+,) es anillo conmutativo con unidad
3.— (Z,+,) es anillo de integridad

4.— (Z,+,) es dominio de integridad

16. DE LOS ENTEROS

Se toman como cmcepvas primitivos:
unconjorto Z = (B ... uyos elementos se llaman nimeros
cperacionss termas, adiciiny medtilkcoc G i 5o
definen. mplcitamants. poe los siguientes propiedades primitivos o

axiomas que los caracterizan:

Zia4p =Ptea

Z: @+ P +y=at B+

Z,: Ya€Z,30€Z/at0 = u 147



Los axiomas Z, al Z, don o Z o estructura de dom

gridod.

El Z se

Yu€Z,1-u€Z/ut (-0 =0
wp=pa

DlaPy = a-Bey)
:Va€Z,31€Z/a 1 =«
taf=ayrax0=>p=y
fa@+y) =aptay

Zut

Existe un subconjunto Z*+ de Z, llamado de enteros positivos,
que satisface los siguientes condiciones:

0 €Z =>a€Z+ ya =0y —a€Z+
b) Ya, VBEZ+ =5 a4+ BEZ+ A - BEZF

:Si PCZ AG€EP = —a€P

AGEPABEP=>a+BEPAG BEPL=DP=Z
AlEP

de inte-

se expresa diciendo que Z

€l 2,y indica que no hay ningdn e integridad con-
stinto

tenido en Z,




EJERCICIOS

1.— Demostrar, aplicando el principio de induccién completa, las propiedades
de la adicidn y de la multiplicocidn de mimeros mafursles emunciodas
en el texto.

2.— Se define en el conjunto N lo relacidn.

A<t I/etz=b
Demostrar que dicha relacidn es de orden lineal y estricto en N.

3.— Demostrar que el orden definido en el ejercicio 2 es un buen orden em N.

4.— Demostrar los propiedades conmutativa y osociativa de la adicién de
il

imeros enteros.
5.— Demostrar la asociatividad y conmutatividad de la multiplicacion de
enteros.

6.— Demostrar que:

leB=0Anrol =8=
7.— Demostrar

Va€Z AVBEZ :a+BEZ
8.— Demastrar

Va€Z AVPEZ :u BEZ
9.— Demostrar

Vu€Z AVHEL :u-BEZ
10.— Demostrar

Ya€Ziu-0=0.






CAPITULO VIl

Introduccion a la aritmética trasfinita

DEFINICIONES Y PROPIEDADES USUALES

Existe una premisa fundamental relativa a la aritméica finita, es
decir, la que maneja conjuntos finitos y opera con ellos, y consiste
en este enunciado simple y absolutamente intuitivo: “el todo es mayor
que cualquiera de sus partes propias”. Esta situacién no se mantiene al
considerar conjuntos infinitos, respecto de los cuales la propiedad ante
rior se transforma precisamente en su opuesta: “en un conjunto infi
nito el todo no es mayor que alguna de sus partes propias”. La intui
n no_tiene cabida aqui, y por consiguiente no serd posible que
ccompafie a las seguras ¢ ineludibles razones légicas y de pensa-
iento, e son los que cuenton defiitvamente ¥ en ditima fston-
echo fue estudiado e inve por el genicl Georg
ot et g e el i e
gen de muchos progresos y conquistas suele ser una especie el
racién por los cosas insélitas o sublimes; es allf donde ubicamos la gé-
nesis de la tarea de Cantor, que hizo escuela o fines del siglo pasado.
o inilr la nadbccién a o artmétca resfinta con el
enunciado de algunas definiciones y proposiciones, cuyos demostra-
Ciones hemos sl seqt corrasen & la natiRcleEHGiE i
texto.

Definicién

Se llama seccién o intervalo natural inicial I. ol conjunto d
Tos n primeros némeros natural

hi= {1, 253NN

ion

Dos conjuntos son equipotentes o uuilnnblu, sy sélo si
existe una aplicacion b-ymm entre los

X 5 Y & 3f:X = Y/ fesbiyectiva
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Definicién
Un conjunto es finito, si y s5lo si es vacio, o bien coordinaile
con un intervalo natural inicial.
X es finito &€ X = @ v In€EN/X 5 L
Esta definicién es equivalente a la dada en el cap. VII

Definicién
Un conjunto es infinito si y sélo si no es finito,
Proposicién
Todo subconjunto de un conjunto finito, es finito.
Xfinito y X' € X =5 X' es finito

Proposicién

Un ul]unhNn infinito si y slo si admite un subconjunto coor-
dinable

Proposicién

Un conjunto es infinito si y sélo si es coordinable con una parte
propia de si mismo.

X es infinito & IX’ C X/X & X'
Consecuencia

Un conjunto es finito si y sélo si no es coordinable con ninguna

ud de la propiedad @ podemos demostrar que el conjunta
2.da Lo catere &5 f oo o er cooedinapl om f conpanto sl lmares
pares P. En efecto, sear

Se fiese: P C Zpues (€P = z€2) a3y €2/y §P.
Es decir, el comjunto de los nimeros pares s una parte propia del conjunts



de los enteros. En estas condiciones, definimos la aplicacién:
1: 2P del siguiente modo: 1(z) = 2=
ol aplcctn e injection sobre, s decr, byetion

ecuencio, ambos confuntos som equipotenics o coordinabies, lo cual
NS et s gt

2. NOMEROS CARDINALES Y CONJUNTOS

Definicién
Nimero cardinal del conjunto finito ne vacio A es el nimero

n, si y 6l si A es coordinable con |.. El nimero cardinal del
conjunto vacio es cero.

A =n& Al
A =0A=2

El simbolo c(A) se leeré: nimero cardinal del conjunto A

£l concepto de nimero cardinal se extiende o los conjuntos infi-
nitos en cuyo caso, los nimeros que se engendran, reciben el nombre
de niimeros cardinales trasfinitos. El nimero cardinal osociado a un
conjunto revela su potencia o “numerosidad”, y jerarquiza al conjunto
desde el punto de vista de la cuantia de sus elementos. Los términos
numero cardinal y potencia son sinénimos. Hemos dicho que los
cosas suceden de un modo naturalmente intuitivo cuando se trobaja
«on conjuntos finitos, es decir, con nimeros cardinales finitos; pero la
sorprandants propledd de qus " conjunto infinio e condndtie
con un porte propia d sf mismo', hace que o cperatoia con ndme-
ales ‘trosfnitos no siga s Ieyes usicles de la erlméicn

ros car
finita.
Definicién

Dos conjuntos admiten ¢l mismo nimers cardinal 5i y sdlo si
son coordinables.

oX) =c) &> X 5 ¥

Esta definicién es general y aplicable por ko tanto a conjuntos fi-
nitos o infinitos. Consecuencia de lo misma, y de lo demostrado antes,
es el hecho de que el conjunto de los enteros y de los nimeros pares,

stén ropresentades por el mismo nimero cardinal trasfiito, Del
S puede probor que el conjunto N tens el mismo nc-
Taro cordinal que el Gonjunto G los pares pesitve, Cantor propuso i



simbolo 8, para deslgnar el nimero cardinal del conjunto N°de los
naturales, es decir:

N =

Resulta asf que todo conjunto coerdinable con N adrite sl nimero
cardinal Ny de acuerdo con la siguient

Definicidn
Un conjunto tiene potencia N, si y sélo si es coordinable con N
X =N X 1 N
Definicién
Un conjunto es numerable si y sélo
8,

u nimero cardinal es

3. COMPARACION DE NOMEROS CARDINALES
Definicién

Dados dos conjuntos X oY, sedice que 09 < cV) sy slo
5i X es coordinable con una parts

X)) < cN&SIZCY/X K Z
La relacién < asi definida, es de orden amplio, ya que verifica
los axiomas:

1) Reflexividad:
X es cX) < cX)

1) Transitividad:
cX) < c¥) A cY) < <2 = X < @

cX) < e¥) A eY) < cX) = cX) = cV)

Lo demostracién de esta importante propiedad no es simple y es
célebre teorema de Cantor-Bernstein, cuyo enunciado es el

“Si un conjunto es coordinable con una parte de otro, y éste



es coordinable con una parte del primero, entonces embos
conjuntos son coordinables.

Como aplicacién, demostramos el siguiente
Teroma
E&I contuntol de oy nimeros primos positivos tiene potencic
Desdeblu:\os la demostracién en dos partes:

19) El conjunto P = (primos positivos) es infinito

Supongamos que P es finito; en este caso P % Iy, es decir, s6lo
existen n nGmeros primos: Py Pz,

Formamos el nmero natural

n:(llt!xp,)+\ m

or el teorema fundamental de la aritmética, este nimero admite
un divisor primo, es decir

I EP/pila
Caben dos posibilidades:
o) py=a => Ja primo y mayor que todo p; proposicién con-
tradictoria con la suposicién de partida.
b p #a
Entonces, por definicién de divisor, se tiene:
a=pm(@ siendo mEN
De (1) y (2),"por transitividad resulta:

m v‘:(‘!! v:)+!
¥ en consecuencia: m - py —Tipy = 1 @)

Siendo por otra parte p; primo, debe identificarse con algdn p;

(1) Recordamas la siguiente:

Definiion:Un enfre o e pre, oy oo S = Gk do 0, do = 1,y ademss
ivisible dnicamente por =1 y =5

Lo e e e

tos,

ue o son primos, se lloman com-
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desde que hemos supuesto la existencia de n nimeros primos sola-
mente; y por lo tanto:
p =p,-q (4
I
entendiéndose que q denota el producto de los (n — 1) primos dis-
tintos de p, . Por sustitucién de (4) en (3), queda
mop—p-q=1
lo que implica
p(m—q =1
Y por definicién de divisor resulta  py| 1

Como los tnicos divisores de 1 son + 1y — 1, se tiene: p,
ABSURDO, pues p, es primo.
29 P es coordinable con N

Siendo P infinito por propiedad anterior admite un subconjunto
P’ coordinable con N, es decir:  c(N) < c(P)  (5)

Ademés, P C N = cP) < N (6)
De (5) y (6), por el teorema de Cantor-Bernstein, resulto:
o) = cN) = N,

4. PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS

El método caracteristico que permite demostrar la numerabilidad
de un conjunto, consiste idad de establecer una corres-

rancia biunivoca del mismo con el conjunto de los némeros na-
turales, es decir, de formar una sucesién con sus elementos. Utilizondo
este procedimiento sencillo, es posible demostrar las siguientes pro-
piedades:

1) La unién de un conjunto numerable y de un conjunto finito,
3 un conjunto numerabl

1) La unién de un némero finito de conjuntos numerables es
un conjunto numerable.

Lo demostracién, debida a Cantor, consiste en la aplicacién del
canceido “proceso diagonal”’, mediante ‘el cun» se forma uno sucesién
con fodos los elementos de los conjuntos.

Sean m conjuntos numerables:

C = {on,02,0m,. - Oum, }
2.3 .m

siendo i



Se trata de probar que: C = U G,z N
oA

Para ello di los elementos de los m conjuntos numerables
segin lo indica el siguiente cuadro:

an G Gy Ox
Q1 G Oz On -

a3 Oy s Ou

Gut Gnz Oms Oy

s.guwndn el esquema diagonal indicado por las flechas, forma-
mos la sucesié
o, ax, 01, On,

a SO m

Los elementos del conjunto unién estén ordenados asi: de dos
elementos, es anterior aquél cuya suma de subindices es menor, y en
caso de igual suma es anterior aquél cuyo segundo subindice es menor.

acién f: C = N cuyo dominio es el con-
junto unién, y que definimos asi:
fo = I l)n+| 2 ., o

Lo imagen de todo elnmento de (1) es un elemento de N, puesto
que slendo 4] = D¢ (i 4] ~ 2) enteros no negativos

su producto es par y el cociente por 2 es un entero no negativo (s6lo.
nulo para i = 1), el cual sumado o, j, determin un nimero.
natural.

Asi:

Se demuestra que lo apl.mc.en ) es inyectiva y sobre; por tanto,
es biyectiva, es decir:  C
En consecuencia C = U C, es numerable, como queriamos de-
mostrar.
11D Lo unién de uns fomite numersble de conjuntos fnitos
disjuntos es numerable.
1V) La unién de una familia numerable de conjuntos numera-
bles, es numerable.
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5. POTENCIA DEL CONJUNTO DE LOS

Teorema

El conjunto de los nimeros racionales es numerable.

Hipétesis) Q = {racionales)

Tesis) c(Q) = N, .

Demostracién) Nos restringimos primero a los racionales positi-
vos, con los cuales confeccionamos un cuadro del siguiente modo:
en la primera fila figuran los racionales de denominador 1; en la
segunda, los de denominador 2, y asi sucesivamente:

12 S
1 1 1 1 1
1 3/1 o
2 2 2 2 M2
sy .
3 3 3 o GaRs
7
L I sy D
-

Aplicamos el proceso diagonal siguiendo. la indicacién de las
ectan s Forrein s et
11,2/1,1/2,1/3,2/2,3/1,4/1,3/2,2/3,1/4,. ..

de la cual suprimimos las fracciones cuyos términos no son primos
entre sf, para que cada racional figure una sola vez, y se obtiene la
sucesién resultante:

102, 2,1/3:3.4,32,213),
Prasi iy
1,213 NS 6,7, 8.,

Lz correspondencia biunivoca establecida permite afirmar que
Q- = N De modo andlogo, los racionales negativos constituyen un
conjunto numercble, es decir: Q 1 N



E conjunto ds los reclonales st formado por o racoroles po-
sitivos, los negativos y el cero, esto

Q Q* uQ‘ u (0}

Por tratarse d ¥ oy con-

la unién juntos numerables
junto st numerable, st s /s

6. POTENCIA DEL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES

Hemos visto que todos los conjuntos infinitos estudiados hasta
Shofc etlales enferes e ince it S admiten la misma
poten X preguntarse naturalmente si no se trata de una
Farocteritica comn/a todo conjunto infinito,  El.miso Caor p1obs!
el dlccesinel el dem st e SR
de los n reles.

1) El conjunto de I s coordin

los ni reale: con el con-
[unta da lox reales daf intarvalo ablerts (0

En efecto: consideramos la aplicacion de Klein

FiR- 0N
definida osi:
e AL S
B
cuyo gréfico es
%0
0 x

Tal aplicacién estrictamente creciente s biyectivo, lo cual implica

que el domi rango son equipotentes, es decir:
R & ©;1)
1) Bl conjunto de los nimeros resles del intervalo (0 1) es no
numerable

La demostracién de Canfor consiste en suponer que los reales del
intervalo (0 ; 1) forman una sucesién (en cuyo caso se trataria de un
conjunto numerable), y en consiruir posteriormente un numero. real
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del mismo intervalo que no figura en la mismo, es decir, sin corres-
pondiente en el conjunto N.

Consideramos la supuesta sucesién de todos los reales del intervalo
abierto (0 ; 1), con infinitas cifras decimales:

0, ai0:05
R Obibaby.
0, cicica

Mediante un proceso diogonal, construimos un nimero real del
mismo intervalo que i figuro en la sucesién. Para ello elegimos como
primera cifre decimal un nimero naturcl o distin' - de o, de 0y de 9,

segunda cifra un nimero b distinto de Dy de9,y sl
sucesivaments.  Queda formado el nimero 1

a=0,abc

Este nimero es distinto de todos los que figuran en la sucesién,
pues difiere de cada uno de ellos en alguna cifra decimal, por cons-
truccién.

Por otra parte, « pertenece al intervalo (0; 1), pues la eleccién de
sus cifras, que son distintos de 0 y de 9, elimina la eventual posibi-
lidad de identificarse con los extremos 0 y

En consecuencio, lo supuesta sucesién no contiene o todos los
reales, y resulta

;D % N
Estomplica, por ), que R & N, esdecir c(R) ¢ K, . o que de
muestr, precisaments, el ¢
erctar o bl oo o recia, ko
e 1o Sipulats
Definicién
Se lloma potencia del continuo c, ol nimero cardin
conjunto no numerable de los reales.
Es decir:

del

<R =

7. NUMEROS ALGEBRAICOS Y TRASCENDENTES

Un émero es algebraico si y sélo si es raix de una ecuacién
ente

‘algebraica con coeficienty




La estructura de una ecuacién algebraica con cosficlentes ente-
05, de grado n, es del tipo:

ia,xl:u,mnalu.»‘o.qez
e

cuyo desarrollo es:
axtox 4. toxta=0 M
entonces, el nimero a es algebraico si y sélo si es roiz de (1)

(Consecvencias inmediatas

@) Los nime < - ros son algebraicos.

En efecto, sea p € 2. Dicho entero p es raiz de la ecuacién alge-
braica con coeficientes enteros:

x—p=0
y esto prueba que p es algebraico.
b) Los racionales son nimeros algebraicos.

Sea p/q €Q; el mismo es raiz de la siguiente ecuacién algebraica
con coeficientes enteros:

@—p =0
¥ en consecuencio, cualquier racional es algebraico.
<) Existen irracionales que son algebraicos.

Cor-ideremos el nimero irracional /2. Tal nimero es roiz de
la ecuacién

2

0
y por lo tanto, v/Z es un ntmero algebraico.

Podria pensarse en primera instancia que todos los nimeros reales
son algebraicos; pero esta posibilided no se mantiene desde que el
mismo Cantor demostrs que el conjunto de los nimeras algebraicos es
numerable y como sabemos, el de los recles no o es. Este teorema
es el obieto del pardgrofo siguiente y pruebs el hecho fundamental
de lo existencio de nimeros recles no clgebroicos, @ los cuales se
los llama trascendentes, de acuerdo con la siguiente:

Definicién

Un nimero es trascendente si y sélo si o3 no algebraico.



Altora de una ecuacién algebraica
Definicién

Se llama oltura de una ecuacién algebraica con coeficientes
enteros, a Iz suma de los volores absolutos de sus cocficiontes
y del grado de la misma.
Sea lo ecuacién
Sax = 0
Su altura es, por definicién, el nimero natural:
h=louldlom+.....tlail+lal+n
es decir

h=3lal+n
)

Surge de lo definicién dada, que para cada altura h existe un
néimero finito de ecuaciones algebraicas asociadas

En efecto, siendo la ecuacién de grado n, se tiene a, % 0, y
en consecuencia: h>la.ly h>n

Los posibles valores para o, son:

£1,22,.....,2h=D
y para a; + a dichos valores posibles son
0,£1,%2,......, £h-2

Es decir, el nmero posible de valores que puede adoptar el pri-
mer coeficiente no supera o 2(h— 1) y, en consecuencio, es menor
que 2h

Del misma modo, para todo coeficiente que no sea el primero,
dicho nimero no supera a 2(h —2) 4 1, es decir, es menor que 2h .

De donde resulta que el nimero de ecuaciones algebraicas de
altura h, es finito y seguramente menor que (2h)** < (2 h)* por
tratarse de las variociones con rapeticién de 2 h elementos de orden

8. POTENCIA DEL CONJUNTO DE LOS NUMEROS

Teorsme

£l comjunto de los nimeros olgebraicos es numerable.



Hipétesis) A
Tesis) c(A) = N,
Demostracién) De acuerdo con lo establecido anteriormente, para codo

altura h existe un nimero finito de ecuaciones algebraicas con coefi-
cientes enteros, el cual es

{olgebraicos)

N < @h*
cada ecuacién admite a lo sumo n raices distintas, ocurre
que ;1 ayor nimero posible de niméros lgebroiess asociados @ fa
altura b, es
N, < 2h)*-n < (2h)* - h puesto que n < h
Es decir
Nt < 28=pass

Esto significa que para cada altura h, el nimero de nimeros alge-
braicos s finitr y podemos obtener, pard o sucesion natural de olfu-
ro, f conlunto de odos s ndmeros olgebralcos como la unién de un
conjunto numerable de conjuntos el cual, como sabemos, es
numerable

9. NOMEROS TRASCENDENTES

Sabemos que el conjunto de los nimeros reales es no numerable,
y que el subconjunto de los reales algebraicos es numeroble. Por
otra parte, hemos definido los nimeros trascendentes, que son irra-
cionales, como los o algebraicos. CiAéndonos al campo real, se tiene:

R = AUT
siendo T el conjunto de los nimeros trascendentes. lelu claro que
T es no numerable pues, en caso contrario, su unién con A, que es

Pl mifaitorbien el e &

Para probar que un nimero es trascendente se necesita demostror
que no es raiz de ninguna ecuacién clgebraica con coeficientes
enteros.

En 1783 Hermite demostrs lc trascendencic de e, y en lm Lin-
demann hizo lo propio con = Siegel y Gelfond demastraren la tras-
cendencia de los nimercs del tipo o, siendo & lgebraico distinto de 0
y de 1y B un irracional clgebraico. De este modo son trascendentes:

27,35 54, etc.
La potencio del conjunto de los ndmeros trascendentes, lo mismo
que Ia dal conjunto de los irracionales, ¢ 1o del continuo:
oM =l = B =
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10. POTENCIA DEL CONJUNTO DE LAS FUNCIONES REALES

jemuestra que el nimero cardinal trasfinito c, s la potencia
del conjunto de lo puntos del planc, dal espaco trdimensional y, en
general, el espacio de un nimero firito de dimensiones.
o notural lo de investigar conjuntos inf
cuya_potencia sea mayor que la s el e
Tal es el caso que s presenta al considerar el conjunto de las fun-
ciones reales defi cualquier intervalo real, cuya potencia
s mayor que la del continuo, y se la denota con:

f=cP

Lo obtencién de nimeros cardinales trasfinitos de potenci
yor. se ogra mediants consideraciones andlogos a los estudiados & fo
sados en el peso Glogonal o8 Cantor. Sa llega asi @ poner
fiesto uno erarqula y distincén entre los conjuntos infnitos, s
tres categorias més usueles en matemética

N, nimero cardinal de los conjuntos numerables

¢ nimero cardinal de los conjuntos que admiten la potencia
del continuo

nimero cardinal de ls funciones reales definidas en inter-
valos reales.

Se demuestra ademds:

N <c<f



EJERCICIOS
1—nmmwmutmmmdemmn-id~h_—-au
turales, es numeral
2.— Demostrar. ummluuma (0:1) ex coordinable con todo ticrvalo.
real (a;b), 7 siendo @

Sugerencia: ywwmmmqu (0:1) % (0i¢) con cw0, medionte le
aplicacion f(z) =

3.—Probar que el conjunto bidimensional de los puntos del cuadrado
o<cx<i
0<y<t
es coordinable con los puntos del tntervalo aierto (01).
4.—Demostrar que el intervalo (-1:1) es coordinable con R, utilizando la
aplicacion de Frechet:
x
Y=
T4 e
5.— Demostrar que la union de un conjunto numerable con un comjunto que
admite un subconjunto numerable es coordinable con el segundo.

8.— Utilizando el resultado del ejercicio anterior, demostrar que el conjunto de
los irracionales tiene potencia c.
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CAPITULO IX

De la geometria clasica a la geometria moderna

En el desarrollo historico de k: gwmno se sefialon dos Al
ras tantos nciol-
y fundamentos: la s

4

mente diferentes en su

al.
sde el nacimiento de la_ geometria
como arte empirico o técnica experimental hasta el siglo VI antes
Durante ella aparecen los primeros conocimientos
s, generalmente dispersos y desconectados entre si, surgidos
de necesidades materiales inmediatas, como lo demarcacion de te-
erancey lameici e igunas spartici, o 0 s e ol
secuencia de i i
Eot pariodo abarca los civliaciones més onfiguos: cokdtcs, babilo
tics Yjegecies

Segunda etapa se desarrolla o partir de los griegos, o cuyo
genio e e Tt Jaitares s ozt e
505 conocimientos e incorporar ofros nuevos hasta elaborar un cuerpo
de doctrina cientifica, con :nm racional, en el qut lo deduccién
yel imple a la intuicién

el il e 1o georan oo T
de Mileto (siglo VI a.C), continda con Pitégoras y Platén y olcenza
su nivel méximo en la escuela de Alejondria con Euclides, Arqui-

Iégico.

“Se carece de documentos originales de esto época; s6lo se tienen
noticias de la matematica griego o trovés de fuentes indirectas, por
escritos y comentarios de investi .9 veces varks sgls poste
riores. Los pocos datos biograficos que se possen sobre Euclides se
deben a Proclo, matemico| bizanting del Siglo IV de nuestra ero, y
estén condensados en un resumen histérico que acompafio su obra
Comentario ol Libro I de Los Elementos de Eue

forme a los referencias obtenidas, Proclo ubica o Euclides




170

en el siglo 1l aC. durante ol reinado de Piolomes I Sin embargo,
la falta de testimonios directos istencia misma de Eu-
B o ol b Pl
sucesiva de un grupo de gedmetras.

1. “10S ELEMENTOS"

una obra de carécter original, l.u( Elementos de Eu-

en el campo matemético, durante tres siglos de fe:unda labor

Es el libro més ontiguo de fundamentacién geométrico, en el
que por vez primera se hace un desarrollo Toclonsl . conerénte. en
si mismo de la geometria, con un lenguaie claro y preciso y un orde-
namiento légico deductivo cosi perfects, <o superado desputs do
més de veinte siglos, cuando la refinada cri puso en evi-
dencla cluncsflls en o corstrccid aucliden.  Exto o cbstante,
Ios méritos de la obra son muy superiores a sus imperfecciones y ellos
e i rango no alcanzado por tratado cien-

obligado en los principales centros de estudio y como modelo de
Construccién y método. aplicables no s8lo o Ia geometria sino fam-
bién a ofros dominios de la ciencia

El ospecto fundamental de la obra de Euclides es haber orde-
nado y estructurado como ciencia deductiva lo que hasta entonces
era un conjunto de conocimientos desconectados por lo general ¥

n platénica de “cultivar la ciencia con el
dnico ab|e'n de conocer”, Euclides dejo de lado toda aplicacién,
rumérica o geomética, ¥ "se dedica o exponer, légica y deductiva:
mente, conocimientos geométricos puros, apelando o la razén <

H
§g8
H
3
S
g

r especiolmente sus Elementos de Geometria por
el orden que reina en ellos, por o eleccién de Ios feoremas y de los
problemas considerados como fundamentales, puesto que
cluido todos aquellos que estaba en condicior de dar, sino Gnica-
mente aquellos capaces de funcionar como elementos””

Los Elementos estén constituidos por trece lbros, con un totel
de cuctrocientas sesenta y cinco proposiciones, de las cuales tres-
iy (oo vy s problema tebricok

cuctro primeros libros se refieren o cuestiones de geometrio
plana. £l libro |, el més importante del tratado, contiene cuarenta y




ocho proposiciones, que se pueden clasificar de la siguiente manera:

@) Construcciones, que se inician con el transporte de segmentos
¥ Siuen més oelants con e de celos ek

Criterios de igualdad de triéngulos.

Perpendicularidad de rectas.

Relaciones entre dngulos que forman dos rectas secantes.

Relaciones entre lados y éngulos de un tridngulo.

Pumlehsmo de rectos.

9 o de tridngulos y

h) Relaciones entre los lados de un triéngulo rectangulo (teo-
rema de Pitagoras y su reciproco)

secog

El libro Il comienza con las propiedades algebraicas elemen-
toles do sumos y productos expresados geométricamente. Sigue con
los problemas de divisién de un segmento en media y extrema razén,
y termina con la generalizacién del teorema de Pitdgoros a tridn-
qulos no recténgulos.

s libros I11'y IV se tratan, respectivomente, las propiedades
de lo ciraunferencia y los poligonos regulares inscriptos y. circuns-
riptc

Los libros V y VI se ocupan de la proporcionalidad, y los siguien-
tes, hasta of 1X inclusive, de cuestiones aritméticas como tsoda da
la divisibilidad, proporciones y progre:

E m:ru X es ol més extenso, " ontions clomo)diines 8
posiciones, tratan geométricamente las propiedades de
algunas expreslcnes lfrucmnales, cuadréticas y bicuadréticas.

inalmente en los tres Glfimos libros se estudia la geometria
del espacio.

3

2. LA AXIOMATICA DE EUCLIDES

El sistema axiomdtico construido por Euclides consiste en for-
mular previamente las premisas (definiciones, y nociones
comunes), a partir de las cules se deducen racioncimente los propo-
siciones restantes.

Si bien @ la luz de lo crtica modema han cparscdo lguncs
fallas en os gl edifico Rt pusde dejor de reco-
e ol i e i ides Su hebe e por vez primera
los lineamientos gengrﬂls i dee’satisfocer i atroctiin o,
cional y légica de la

'A%, casi todos Jos libros de Los Elemetos se inician con la
explicacién de los términos o nombres de los objetos con los que se
ha_de trabojar. Al comienzo del fibro | se dan veintitrés de estas
dafiniclomes, aro| Grrecan CASGAMANI koo el tretaci hosta-toto-
lizar ciento dieciocho. Algunas de elles son:
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Punto es lo que no tiene partes.

Recta es la linea que yace uniformemente en todos sus puntos.
Superficie es lo que sélo tiene longitud y anchura.
e s lo inclinocién de dos linecs de un plano que se en-
oo Si los lineas son rectas, el dngulo se llama
Rectas paralelas son las rectas coplanarios que, proloﬂgodus in-
definidamente, no se encuentran

Obviamente, el andlisis més clemental de éstos y otras defini-
ciones que aparecen en el tratado, conforme a los principios de la
axiomética moderna, las derriba por su_inconsistencia y oscuridad.
B el teka" 1 tunto, de via logico no, pueden ser”corai
radas siquiera como definiciones; en general consisten en descripcion
e e tivs o experimentol iy sniles
cudles se utilizon ofros conceptos o vocablos no definidos ant
Frente. Su poricén an e texts Chedece, sin dudo, ol o ides
de explicar el significado de todos los elementos con e ml.s habria
de trobajar, incluso aquellos que la axiomética actual establec:
primitives o fundomentoles y por Io tanto sin definicién lxplkvlu
Cabe sefialar que bien podrion haberse suprimido estas pseudod
el e 4 et miliomo ifress ‘e s eatructur, yo que 105

s que se establecen luego se apoyan en las relaciones entre
Gichos entes y no en Ia naturcleza de los mismos, como se hace fam-
bién en lo geometria racional moderna

Pese al afén sefiolado, se ha observado que Euclides omite a veces
lo explcocin de clguns términcs e utlize, como en el caso de

recta limitada o segmento y recta ilimitada.

En el libro |, después de los términos, siguen los axiomas, q
Euclides di i el
s i rpeccione Iniioles catau guernetrie Lo dicion
entre unos y otras es similar a la que existe entre problemas y teore-
ma efecto, los postulados constituyen las proposiciones funda-
tales en que se apoyan los teoremas relativos a construcciones,
tras que las mociones comunes son la base pora lo demostracién
de los otros teoremas.

Los postulados son cinco:

Por un punto cualquiera se puede trazar una recta que

pase por otro punto.

Toda recto lmtoda) pusde prolongeise Indefinidamente. e

la misma direccién.

111, Con cualqier centro y cualquier radio se puede trazar una
circunferencio.

IV. Tados los éngulos rectos son iguales entre si.

V. Si una recto que corta a otras dos forma de un mismo lodo



éingulos int cuya suma es menor que dos rectos, estas
don rectos prolongadas indefinkdcemnts S corioe e lodo
en que estdn dichos éngulos.

A “prima facie”, estos postulados parecen referirse & cuestiones

naturaleza muy distinta. Mientras los tres primeros enuncian lo
poslbllldnd de ciertos trazados, los dos Gltimos indicon una propiedod
simple y ofra que no lo es fanto.

U ol e culdodoen parmitl esle fa it e
lidad de estos postulados, que es la de afirmar la existencio de los
elementos punt, recta y circunferencia y establecer la forma de cons-
truirlos o determinarlos. Esto surge inmediatamente de los tres pri-
meros. EI IV s necesario para poder hablar en el siguiente de “dos
Tectas” como de una cantidod determineda. El V. da tna condicon
de existencia y obtencién de un punto como interseccion de d
Como veremos mds adelante, este postulado es fundamental en la
teoria euclidea del paralelismo.

Es necesario advertir que este sistema de postulados no es com-
pleto paa lo n igurosa da e

s, en efecto, util propiedades elementoles no enun-
clodas previomente y. que acep'a en forma implicita. Esto ocu
e Pl ot uasom afies 11 el %
un tridngulo equilétero de lado dado, donde se admite tacitamente
Io exitenia de intrsecciones de rectasy crcunferecicsy de crcur-
forencios entre mpoco se postula la continuidad de la. recta,

% lo utliza frecusntements. En la demostracion del primer
Crierio da congruencio de tridngulos s utiliza el principio de super-
posicion mediante un movimiento, sin que el mismo se establezca
anteriormente. Tampoco se formula lo division de una recta por un
punto y la divisién del plano por una recta, las que son frecuentemente
utilizadas, y falta asimismo el importante postulodo de Arquimedes,
que Euclides admite en algunas demostraciones. Es notable tombién
la ausencia de los postulados de la geometria del espacio.
uanto a los nociones comunes, su nimero varia segin las
distintas versiones del libro de Euclides, pero en general se consideran
las siguientes:

1. Cosas iguales a una misma cosa son. iguales entre si.
11, Si a cosas igudles se agregan cosas iguales, las sumas son
iguales.

. Si a cosas iguales se quitan cosos iguales, los restos son

iguales.

IV. Si a cosas deslguoles se caregon cosas iguales, los resul-
tados son desi

Vi ol :k uno misma cosa son iguales.

VL. Las mitades de una misma cesa son iguales.
VIL. Las cosas que se pueden superponer son iguales.
VIIL. El todo es mayor que la parte.



funcién que corresponde a estas nociones comunes se advierte
inadiotaments. Aporecen como enunclodos inherentes o los con-
ceptos de iguoldad, desiguoldad, suma, efc., de ciertos entes

ituyen, pues, 1res tpos de axiomas seain el sistema moderno. de
Hilbert: de enlace o incidencio, de paralelismo y de congruencia.
y de orden, ounque la sistematizacién eu-
clidea los considera implicitamente

3. EL POSTULADO V Y LA TEORIA DEL

Los cuctro primeros postulados del sistema de Euclides son de
estructura simpley enuncion propiedadss inmediats o nuestra ntu-
No ocurre lo mismo con el V, de factura més complicada y

evidente que los Soee Esta circunstancia se vuelve mds
Potable ol adverti el poco uso que Euclides hace. de dicho postulado
y su demora o, Despuds de demostrar que dos rectas que

o
forman con una tercera dngulos alternos internos iguales, o éngulos co-
rrespondientes lguﬂles, o éngulos interiores de un mismo lado suple-
mentarios, son paralelas” (proposiciones 27 y 28) utiliza por vez pri-
mera el postt n 29, reciproca de
fos anteriore. En lo que poreciera sar un propfsito deliercdo de
S e e R e
ciones, :cmpllcanddns innecesariomente.

Esta evidente preocupacién de Euclides por soslayar en lo posible
s el postilado 'y en edifcor, hasta donda le fus poslble, s
geometria sin &I, es suficiente para atribuirle la_ patemidad de la

con los teoremas relativos a las rectas para
unicidad de la paralela a una recta por
entrs parslelesly 1o propledod.fundamental de 1a sume da Jos éngulod
de un triéngulo
pasmlcdo V llamé la atencién a los comentaristas de la obra
euclidea, aun a los més antiguos, que juzgaron que no era suficien-
temente evidente para aceptarlo como tal y que por lo tanto habla
que demostrarlo. Los intentos que o partir de entonces se llevaron
@ cabo para salvar lo que aparecia como primera falla en el
construido, se dirigieron sucesivamente en tres direcciones:
19 Sustituir la definicién de rectas parclelos dada por Euclides,
su forma gramatical negativa por una afirmaci
B il o e s ccorde
AN e ik dhirecics suministrodos por la intuicién oila e




3 Demostrarlo exclusivamente sobre Io bose de los postulocos
precedentes, es decir, sin el agregado de ofras hiptesis.

Proclo, en su comentario, informa de los primeras fentativos
Ya en el siglo | a.C., Posick g
euclidea de paralelas por la siguiente:
Copionarice enudstantca i SR Spoco, disute o
sentido del paralelismo segin Euclides y Posidonio; se apoya pera
ello en la posible existencia de rectas nsmm»cm, es decir, poralelas
segin el concepto euclideo, que no se encuentron por més que se
prolonguen, pero no paralelas en el sentido de

pecto a sus asintotas. Para que ambas definiciones concordasen habia
qus demostror que “dos rectas que o se encuntran Son equidie
" 5 “el lugar de los puntos equidistantes'de una recta es otra
Tt 1o el e, euel i asaieie precisamerteren il s MO
ta idea de demostrar el poimludo fundéndose en la_ hipdtesis
de la ex\s!eﬂcm de rectas i se mantuvo durante mucho
tiempo y se reprodujo gron nimero de veces en la edad media y en
el renacimiento. Entre los érabes, herederos del predominio griego
en matemético, esa tendencia se manifiesta a través de distintos
comentaristas del texto euclideo, como Simplicio (siglo V1) 'y Al-Nirizi
(siglo IX), pero, por lo general, las demostraciones aparecen viciadas
por el uso técito de ofras hipstesis no formuladas previamente, como
el postulado de Arquimedes. Igual defecto aparece en los trabajos
de Nasir-Eddin (sigl
tulado V a partir del teorema relativo @ la suma de los dngulos de
un triéngulo, que demuestra previamente de manera original.
o de una pausa de tres siglos, durante la cual los sucesivas
versiones de los elementos dejan o un lado la cuestion del postulado V.

criticos y ensayos que se suceden, sin mayores variontes, sobre la
idea anterior hasta fines del siglo XVI!.

Por ese entonces, un recurso nuevo y originl es presentado por
J. Wallis ol sustituir el postulado V por la siguiente ofirmacién: “para
toda figura existe siempre una semejonte de mognitud arbitraria”.
Justifica esta hipétesis como una extensién del pensomiento euclideo
expuesto en el postulado Il que odmite, en esencia, la existencia
de circulos semejantes. Sin embargo en cuanto evidencia inmediata
para la intuicién, ella no aporta ventajos sobre el postulado V.

e naturaleza muy distinta es el enfoque dado a la cuestion por
¢l padre jesuita Gerolomo Socche (1667 1733) considarado )
el precursor de la geometrio uido me
Jcheayy Heierich Lambert (17281777)y A M. Legencre (1753 Vot

hace uso de un tipo de rozonamiento que el mismo
Euclites G125, y sectnoh s SRR RRRMEE I rais 1 fofoscid
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de la proposicién que se desea demostrar, se deduce igualmente que
es ver 3
] las 28 primeras proposiciones del libro I, que,
rvado, son independientes del postulado V' ¥,
n-m *la folsedod do_éste, trata de hallar enire los S
ontradiccién légica que afirme lo verdad del postula

aum sin antrar on sl detalle de los demostrociones, e nteresante
conocer las lineas generales de su razonamiento y sus resultados,

i comino que un siglo después conduciria o la
del problema, sino también porque en el fondo
sus hipétesis, aunque él no lo advirtiera, yacia latente la simier
de las posteriores geometrias no euclidianas.

Considero pora_ello un cuodrlétero. birrectingulo. isésceles
ABCD (A =B; AD
postulado V que C = ; pero al no admiti el postulodo euclideo

no puede afirmarse que dichos dngulos sean rectos. Aparecen en-
s e oo olkieotine poslies: o secn rectos, cbiuacs ©
agudos. Deduce de inmediato que dichas hipotesis conducen respec-
tivamente a que AB = CD; AB > CD y AB < CD y reciproca-
mente y, de esto, que: si en un caso porticular se verifica una de

'~

"dodn respecto de los éngulos C y D, ella es verda-
dera en cualquier otro caso. Para tal demostracion, Saccheri recurre
mmbvén, AR tamonte, o lon_ovtuladie; e conpirmiedony. G Ar:

BC). Demuestra facilmente, sin recurrir ol

propiedades anteriores deduce que, segin se verifique

la mpem s dal angulo.rects, lo el cbtuso o Io del agudo, la suma

de los dngulos nteriores de un tridngulo serd respectvamente igual,
T e dos dngulos

luego g e hxpé(esls del dngulo recto es equive-

|=m. T de Eaclidesy s de Comprobor que 1s ot os encieran

controdiccién.  Lb.consigue. feciimente. en el caso del éngulo

ahtuso y por 10 tanto desechaesa posibilidad. No cbtiene resutodes

o i i

clidez
B Wt et e AG Jolccptratls s e v Tipdiate
que lo lleva  incursionar en o terreno de lo in
polacién de ciertas propiedades que valen para distancias finitas le
permlte hallar el absurdo buscado, pero naturalmente, su razona-
miento queda viciado por tal defecto.
En realidad, tal absurdo o existe y es probable que el mismo
b, cie . sstor chic e siTorip o e elincoer @) et
nnen V hubiese podido ndamm« o carmino hacia sl descubrimasto
los geometrias no euclidic
L e onlusiones e Soedte Bt
ponden precisomente a los tres sistemas g
los distintos posturas adoptadas frente o Iq lzcr!n del pomIAIvsmo




Asi la

iptteis del il e dal gl Stery dl rlo
obtuso y sus consecuencias relativas @ la suma de los dngulos de u
tidngule, concuerdan respectivaments con o geemetrio wciiden y los
o euclidionas de Lobatchefsky y de Riemann.
rt parte de considers unsunlogﬁ a las de Soccheri,
corsiderindo i cusifiGter fisckiemte Site SEEERE
bles respecto del cuarto éngulo. La h-pams del Gngulc recto lo lleva
facilmente al postulodo de Euclides; rechaza lo del éngulo obtuso
que conduce a una contradiccién con el postulodo de Arcuimedes
pero no encuentra ninguna refutacion logica a la hipdtesis del ngulo
egudo; Enlcambio i, ) patis delll tesoels i
propiedades: descubre que lo diferencia entre 2 R(n —2) y lo suma
de los éngulos de un poligono, que llama dehclen:m, es proporcic
ol érea del mismo y que la medida de un segmento seria indepen-
diente de la unided, por ser ésta absoluta, es decir, Gnica y no
arbitraria, como o es el éngulo recto en el caso de los dngulos. Intuye
tombién que de ser vélida la hipdtesis del dngulo obtuso, la geometria
Plort stfo como la geometra sobxe tna sferc.
Otro geémetra que llega a andlogos resultados a partir de las
tres hipétesis es Legendre, quien demuestra la propieded de que la
St ok coulon de o Srdingulo ks iguat aidog Feckos

4. REVISION CRITICA DE LA GEOMETRIA EN EL SIGLO XIX

cabo de veinte siglos, notables esfuerzos realizados por los
més_autorizados gedmetras seguian siendo estériles y el problema
Siseitodo,por of pastulads V, o-enla fedavia sclel o Lo ardo-
tivas consistieron siempre en sustituir el mismo po'r a m equivalente,
s decr demastrable en base o &1 recprocamente, con o cusl lo
1o e e Tommoba 9 HimpieTen el ot e
o s oo teanfo i g

Esto hizo pensar mdticos, en los comienzos del
siglo XIX, que la teoria o araraliig iplices R
solucién y que antes de seguir con el intento de demstrar la propo-
sickin etcld habia que pregutars st ero en reaidad demastrable

Gonduciria o hiptesis contraria ' las sustenbads por o postilatis
de Euclides o sus equivalentes.

Frutos notables de esta bsqueda fueron la creacién de las geo-
imatrcs no euclicioncs y la conclisin de qomial gesmlodo Vies ir\-
demostrable, es decir, que es independiente de los anteriores, y
i0-tants pedria ser scateldo, por actier Ol ipitasi compatible
con los postulados precedentes sin que ello condujese a alguna con-
tradiccion,

Al llegar o este punto se obria el camino @ muchas variantes
posibles. Con s6lo susttuir uno o verios de los postulados iniciales
se tendrian otras tantas geometrias distintas. Asi, ademds de las
s-cielichanis, mecion o e arquimedianas, que no
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reconocen el postulado de Arquimedes, los no arguesianas, no pita:
géricas, no papsﬁhanns y otras que, si bien son de limitado Glcorice
© de relativo interés en sus conclusiones, influyeron notoriamente en
el estudio de los fundamentos de la geometria.

Fue necesaria, en efecto, una revision profunda de las bases y
ccn:zp?os fundamentales y se afianzé la idea de la necesidad del
Tigor y precisién en la enunciocién de los conceptos y de las demos-
e o T st sl 15 e s e e

Eminentes gedmetras como Posch, Veronese, Peano, Hilbert y.
Schut oroprendiéron & partr da o sequnda it ] siglo| antarioh
la delicada tarea de ahondar en los cimientos de la geometria a fin
de consolidar su estructura fundamental y de plonificar el desarrollo
18gico ulterior de esta ciencia. Como resultado de estos trabay
lrgen los roria o que daba ojustarse una consirucelin racional ds
Ia geometria,sin [os efectos impugnables @ g obro de Eucides

e tods, 10 existencia Situitinea da distintos geometrios edi-

ﬁcodns o0 bss a ipStess cpasts y)parfsctomente cohrentes sin
embargo, cada una de elios
\olices el 5 tpectives Fesuitodos A, mientras an una Geometria
B s i e
rectos, en ofra se obtiene que es mayor que ese valor, y en otra que
es menor que el mismo. ;Cudl de estas conclusiones es la verdadero,

nemos a los datos de nuestro reducido espacio fisico y nos someft

a los resultados de la verificacién experimental, la primera conclusién

aparece como verdodera, y los ofras dos erénccs, Sin emborgo este
~ X

o

dante. Esto obliga a controlar el uso, a veces indebido y obusivo de

1 polobra "verdad" en matemétice, liberéndola de tods sometimiento
fal.

estas observaciones resulta que también varia la nocién misma.
de espacio geométrico. En el dominio de las ciencios naturales y en
el de la fisica, el investigador se surte con los elementos que le provee
el medio circundante; éste es el espacio fisico o sea el conjunto de
todos los objetos materidles. Existe ofro tipo de espacio, el intuitivo,
que es el escenario donde juegan las imégenes creadas por la intui-
cién, es decir, por el convencimiento nacido de una especie de per-
cepcién notural e irracional. intuicién nace generalmente de una
experiencio limitada y de los escasos datos de nuestro mundo sen-
sible; por eso al légico, el espacio intuitivo no le es suficiente y més
ein, d«onfm de los peligros a que inevitablemente suele conducir
una falsa intui




Para que la geometrio pueda slevarse @ la condicién de ciencia
pura y racional debe tarse con prescindencia de todo lozo
que la ate al mundo i ¥ de lo opreciocién directa
entes y conceptos que elabora una geometrio asi concebide y sus
conclusiones originan un nuevo ipo de espoci, el expacie ebstacto,
entidd conceptuol esenciclmente iteiectucl y sin exstencie

ica que la intuicién quede totalmente dejoda de
o o A RS, o e s e
a ello, pero sélo como una ayuda o guia y nunca como elemento de

recurso
didéctico es valiosa al nivel de la enseranza elemental; es muy Gtil
sobre todo en la elaboracién conceptual  en el descubri de

propiedades, pero su uso debe ser medi
Otra cireteriaticn distingue al saparlo ggomé«r;:o ¥ e la posile
mult e sus dimensiones.

espacio es tridimensional.
estd dada por el nimero de coordenadas necesarios para filar la posi:
cién de uno de sus puntos; la recta, el plano y el espacio euclideo son
otros tantos espacios de una, dos y tres dimensiones, respectivamente.
La superficie de una esfera un espacio de dos dimensiones, pues
tn_ punto de ella qued, determinado por sus dos coordanadas geo-
gréficas; una curva en la que se fije un punto O de origen, es un
B i b Hioraies e i it M koo e il
determinado por o longitud del arco O
El desarrollo de la geometria analitica permitié extender el
concepto ds coordsnadas y condujo ol estuio ds los espocios multi
ensionales, conquistas ambas que permitieron encarar y. resolver

Sofiefoctoriomenta nmerosas Cuestionts b S8, dentro de la et

mética pura, sino también en el campo de sus aplicaciones.
mo sabemos, la geometria_analitica estudia los propiedodes
Gsomtricas, de Ios figures @ través.de s propledades ‘algebraicas
de las ecuaciones que la representan. Lo recta, por ejemplo, tiene
imer grodo

e T o e et e
(y —b? — 1 = 0 donde a y b son las coordencdas del centro
y ¢ el radio, etc

Si e quiere, por lo tanto hollar el punto de interseccin de
dos rectas, basta resolver un dos ecuacs ineales con
dos incégnitas. Inversamante, la solucion de un setema de este /oo
es siempre el punto de interseccién de los rectos representadas por
las ecuaciones del sistema. De igual manera, resolver un sistema
de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas significa hallar el
punto comin a tres planos. La generalizacién ol caso de més ecua-
ciones con correlativo néimero de incégnitas es imposible dentro del
espacio tridimensional.
En general, el estudio de las fu
dirigié Io i e o e RS T © oretonionss
geométricas aue posibilitaran la concepcién de los resultados. Surgié

iones de cuatro 0 més variables




entonces la idea de considerar las n variables como coordenadas de
ciertas figuras o “puntos” de un espacio ideal de igual nimero de
dimensiones, mediante una simple extensién de los conceptos ini-

ciales. Se Ilomé entonces punto o un conjunto ordenado de nimeros
reales: (x, .. xa). El conjunto de todos estos puntos es el hiper-
expocio de . dimensiones.

pusde entonces defini ! Hiperlano, por generaizacién, como
el conjunto de los puntos Plx; ; Xa; ... ; ), del hiperespocio de n
dimensiones que satisfacen la. ecuacion

O%i+ e+ .o + 0%+ G = 0
esto queds resuelto el problema de caracterizar geométri-

camente la solucién de un sistema de n ecuociones lineoles con n
incégnit

i generacién del hiperespacio de n dimensio-
nes es muy simple, sin mds q or el o de recurrencio. A
partir de la recta, espacio de una dimensi dos
puntos, s cbtins ol iono, espacio de dos dlmensmnzs, determinado
por una recta y un punto fuera de ella,

cuarta dimensién ha ido tomando cuerpo incluso en la
Fssata)del hombre comn
Las teorios multidimensionales e ban extendido, como

i, fuera de s limites de o especuiacién puramente. e
Los avances de la ciencia en stintas ramas probaron su impor-
tancio y Sica, por slemplo, ha. encontrade en elias
un auxilio inestimable, especiclmente para el desarrollo de la teoria
do i relatividod, que requisre un sspoclo de_cudtro dimensiones,

5. LA AXIOMATIZACION DE LA GEOMETRIA

Al ocuparnos de los Elementos de Euclides dijimos que la obra
podia considerarse como un modelo de construccién axiomética de la
geometrio. fecto, a partir de un conjunto de premisas funda-
mentales, deﬁm:lxones postuladea. y rociones comanes 84 obtisnen
restantes. Oy sefalo-

mos clgunos dafectos imputables tontoia m dafiriciones como o los
tulodos. La critica moderna no sélo los puso en evidencia sino

e logré subsanarlos, estableciendo los principios o st i
cefiirse una formulacién axiomética rigurosa. La obra cumbre

en tal sentido es el trabajo de Hilbert “Grundlogen der Geometrie”’,
dodo o publicidad en el afo 1899. Su axiomatizacién de la geometria
junto con lo sistematizacién llevada o cabo por Klein con su teoria
08 Grupes, permitié una resstructuracion totel de esta clencia s la




condilo al alto grado de perfeccién igica aus hoy la coraceriza.
La formulacién de Hilbert se apoya en dos cuestiones esenci
5k conemstas prtives  J0s Grepiiiotes eSS

Conceptas prinitives

o bavisto que una d s princpales cbjeconss hechas o lo obra
de Euclides e la ogcuridod con que p

definirse segin el mismo criterio, precisamente por ser Ins primeros
de lo cadena.

Estos conceptos primitivos, que en la teoria aritmética de Peano

son ndmero, conjunto y siguiente, en geometria son también varios

y,pusden elegirse abitrariamente segin la ordenacién que se dé a

[ ima. Un concapto e e o en una determinada orde-

i n ot Y, por lo tanto, en dsta

nocién pueds o serl necesarlome
Horé sincaptible e ceFinlckin explcio, G o 1o 183 e 1 primere,
r atra parte, ol motematico no 1o Intesesa Ia interprek

material o intuitiva de los entes primitivos, que pueden inclusive no
tenarlay seren cambio lfruo da una creacidn lbre a. o inteligeria.

Sin,embargo, los conceptos primitivos pueden y deben carocte:
iizarse da manera univoca y 1 o e lograrlo
indirectamente a tr Hlicar e légicas que deben satis-
facer y cuya formulacién constituye el sistema de axiomas o pastu-
lados en que se fundomenta la teoria.

Los definiciones

La geometria moderna considera, por lo tanto, distintos tipos
de conceptuacion o de definicién.

Definiciones nominales explicitas

Tienen por objeto a presenocié de it ruevo con o

cual se designa o una determinada categoria de

enunciedo de una proposicién en o que figura il

¥ un conjunto de palabras o combinacién de conceptos que tienen el

‘mismo significado légico que el que se ha de atribuir al nuevo término.
E‘emplos |as definiclones Gmicles de segments, de circunfarancio,

de éngulo,

181
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Este tipo de definiién represento an realidad uno convencién
de lenguaie, por la cual se simplifica la referencia o un concept
més o mens complejo mediante un rombre que lo identifiue. No
se trata, pues, de definiciones creadoras, en el senti
introducen un nuevo ente, sino a lo sumo dan un ambre @ un con-
cepto yo existente. Son toutolégices pues estoblecen una equivc.
Ienmc légica entre el significado del nombre introducido y el del

achéoda e Ia ccompana 41 fa b eponlien:

Definiciones de esta clase son, por lo tanto, pr:smndwbles ano

préximo y diferencia_especific:
EhcllGodes msencicles que. distinguen @l nte @ deom.r (diferencio)
enire otros més genercles que I comprenden (género

Ejemplo: se llama rombo al paralelogramo que e
consecitvos igueles. Los porclelogramos consituyen el gérero, ef
tener dos lados consecutivos iguales, la caracteri ncial.

b) Definiciones por abstraccién

Este método de conceptuacion, rencia del anterior, s creo-
dor, o e la introduccién de nuevos conceptos nacidos o
s de otros por un proceso natural de abstraccién.

lose y los diferencia de los no

ecientes o éte Es dect, cndc o constituye un nuevo ente
B admite como representonte & cuclauiers de los objetos de dicha
Close; ¥ que a6 pusds considarar identificado con la.corocteristica
comiin que los vincul

Esto idea es la base de las definiciones por abstroccién que
permiten caracterizar un concepto nuevo, como cualidad que osocia
a todos los objetos pertenecientes a una misma clase de equivalencia.

mitods genética en lo umpnam(m sucesiva de los campos numéricos.

¢) Definiciones por recurrencia

Se basan en pio de induccién completa y tienen por
objeto lo creacién DL conceptos como extension o generali-
20cién de olro anterior, por reiteracion del criterio usado para definir
a este ditimo

jemplas tipicos de este método son las definiciones de suma



y de producto en el sistema de Peano para los nimeros naturales.
L Geomatria se dfinen da #sto mkmeaila sk e segmentos o de
dingulos consecutivas, el producto de los mismos por un numero natu-
ral, etc.

d) Definiciones implicitas

5 obvio advertir que ninguno de los fipas de definiciones onte-
riores es apto para caracterizar a los conceptos primitivos por ser
st prcisomente losconceptos ncoles de o fexa.

€ problema de caracterizar estos Gnica y
rigurosa fue resuelto por Hilbert y al s
utilizé se le llama definicién implicita.

Consiste en establecer las relaciones primitivas o fundamentales
que los ligan por medio del sistema de axiomas o postulados que

mas. Dichas relociones tampoco se definen
o serlos primerc, pero quedan a su vez coronterizads o tiovés de
los axiom

importa entonces que se ignore el significado de los entes
primitives; estableciendo entre ellos 105 relociones esenciales que los
vinculan, éstas se encargardn por si solas de definirlos en forma
implicita,

Un sistema de axiomas cumple dentro de lo teoria una doble
funcién: la de coracterizar los entes y relociones primitivas y la de
formular los primeros propsicones Tobicas = Jos cusles se dedicen

oo te-
gren dicha teorio. Do et o IS ey
‘oxiomas son proposiciones Iégicas arbitrarias a las que solo se exige
el cumplimiento de los condiciones esenciales tmmdos en el copi-
tulo VI

6. FORMULACION DE HILBERT PARA LA METRICA EUCLIDIANA

Hilbert utiliza como entes primitivos tres conceptos: punto, recta

i congruente”’, “poralelo” y “continuo”. No importa la
noturaleza de unos y otras ni es necesario atribuirles un significado;
8lo's exige qus saisfagan el sistema de axiomas propuesto

Establece [uego cinco sistam de axomcs: o tulados: de en-
lace o incidencia, de or congruencia, G pordelismo y
de continuidad

ntroducen los entes primitives y definen implicitamente la rela-
cién pnmmvn de incidencia o pertenencic



— Dos puntos distintos déterminan uno recta.

Is— Dos puntos cualesquiera de uno recta determinon est
misma recta.

13— Sobre toda recta existen, por lo menos dos puntos, y en
todo plano existen por o menos fres puntos no pertenecien-
tes o la misma recta,

I — Tres puntos distintos que no pertenecen o una misma recta,

jeterminan un-plano.

I, — Tres puntos distintos de un plano que no pertenecen & una
misma recta determinan el mismo plano.

ls — La recta determinada por dos puntos de un plano, perte-

ece al plano.

I; — Si dos planos tienen un punto comun, tienen por lo menos
otro punto comn.

I — Existen por lo menos cuatro puntos que no estén en un
mismo_plano.

Los tres primeros axiomas caracterizon la relacién de incidencia
entre rectas. Los dos siguientes, lo lnc‘dencm entre puntos y
plonce e o Incidancia sntra rcta y pionoy el I a incidenci nire
Eicnes. E liimo.axloma fio. ol caracter tridimensional del espocio.

Axiomas de ordenacién

Estoblecen implictamente o ignificado de lo relocién primitiva
“entre”, punto de partida paro establecer dospués los criterios de
ordenacién en la recta, en el plano y en el e:
Oy —Si A, By C son tres puntos perteneci Mls a una recta y
B asid ahire Ay C, B eté también sntre C y A
Ou—Si Ay C son dos puntos pertenecientes a una recta existe
un punto B de lo recta que estd entre A y C y existe un
punto D sobre la misma, tal que C estd entre Ay
O —Dodos tres puntos de una recta existe slempre uno y sélo
uno de ellos situado entre los otros d
Ous STAL B Y.C son’tres puntcs que no pertenecen o ira
el e e del plano que determinan,
lo cua por ninguno de dichos puntos, si o corta
ol Segmanto AB, corta temblén ol ssgmento BC o al AC,
Obsdrvesm il e ol O equivale o considerar o lo recta
como_un conjunto denso de
1 axoma Oy, permite e e del plano, ya que en
se deduce lo propiedad de la divisién del plano por

Axiomas de_congruencia

Carocterizan lo relacién primitivo “congruente” entre segmentos
184 y entre éngulos.



Cis— Dado un segmento AB y un punto A perfeneciente a la
misma recta que el AB o a otra recta o', se puede
'mrs.empmmdmmmma’yswmom

lado prefijado de A’ tol que el segmento AB es congruente
con el A’B’. Todo segmento es congruente consign mismo
independientemente del orden de sus extremos, es decir
AB = ABy AB — BA

Ciu—Si un segmento AB es congruente con el segmento A'B' y
s también congruente con el A“B”, entonces A'B es con-
gruente con el A“B".

Cis—Si A, B, C son puntos de una recta dados en ese orden y
A, B, & son puntos de lo misma o de ofra recta dados
también en ese orden y tales que el con
AB"y BC ‘e congruénte. con B'C, entonées AC &
congruente con A'C’.

Cyy— Dado un éngulo pq y uno de los semiplanos determinados
por una recta a existe en éste una semirrecta y sblo una
del mismo origen que una semirrecto de a y que forma
con esta (ltima semirrecta un dngulo congruente con el
P4, Todo éngulo es congruente consigo mismo indepen-
dientemente del orden de sus lados, es decir, pa = pq

NN
Yypa =
i — Dos tridngulos que tengan dos lados v el éngulo compren-
s éngulos

ido congruentes, tienen también los otros.
congruentes,

Los tres primeros oxiomas de este grupo definen impl u
Iajrlocion pmitive coraRiancla b ananioet (EIG N
establecen los propiedades veﬂexlva, simétrica y transitiva de Jeba
relacién que queda caract lo tanto como una relaci
equivalencio, EI Cy fundamenta |6 definicibn de sumo de segment

axiomas restantes definen implicitamente la rocién

est s y
que falta el axioma relativo a lo transitivided de I relocién y el and-
logo ol Ci para la congruencio de dngulos; ello se debe o que es
posible demostrar ambas propiedades luego de introducir el Cir.

Axiomas de_paralelismo

Se trata en realidd de un cxioma, deico aus carccteriza o geo-
metria euclidea fijando su posicién en la teoria de las paralelas. En
efecto, en base a los postulados precedentes, es pcsb e
la existencia de una recta al . pase por into dado y.

rte a otra recta dada coplanar con la prlmem "Hibert postuls
la unicidad de dicha recta con el siguiente oxioma.
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Pl (Ao s Ede)! Dada e retay U it o gere:
nte a ella existe a lo sumo una recta perteneciente ol
Plano aus aquellos determinan, que pasa por el punto y no
corta a lo recta doda

Axioma} de continvidad

Introducen la nocién de continuidad en la recta.

Kus — (Axioma de Arquimedes). Sea A, un punto cualquiera de
una recty stuado entre dos puntcs csbitrcrics Ay B dela
misma. Sean ademds los puntos As, Ag, Ay .. ., tales que
A, esté entre Ay Ay, A, entre Ay A, etc., y ate los seg-
mentos AA;, AiAy, etc., sean congruentes entre si. Existe
entonces en la serie de puntos Ay, Ay, Ay, ... un cierto
punto A, tal que B esté entre A y A,

Kz — (Axioma de integridad). Los elementos (punto, recta y plo-
o) de la geometria formon un sistema de enes toles e
i i car cpliod i e s n los axiomas

preced:

Estos dos axiomas fundamentan la teoria de lo medida de seg-
mentos y el trator analitico de la geometria. El axioma de
mite asignar a cada punto de la recta un nimero real

que es la medido, con respecto a una unidad, del segmento que

Lo correspordencia nverso, es deci, el atrbu a todo nimero real
in punto de la recta, sélo puede establecerse si se admite el axioma
by integridad.

inco grupes de axiomas propuestos por Hilbert constituyen

ol fundmento da Jo geometria merica tridimensional

oo b il ebjo Coiagialinl ot e

o gaiitus oty parfeccién ik coracterizaron ol siglo XIX, para

¢l trgtamiento de lo geometri tradiciona

Trabajos posteriores, como el de Enrvques, introdujeron algunos

varantes que, si bien respetoron oz aspectes fu ndamentales del
sistema de Hilbert, permitieron su adecuacién a la ensefianza

Lo teoria de los grupos de mnsfomaci es de Klein abri, por

ke e losistintes gesntris, pomendo o evideincia s reloclones
y diferencios.



CAPITULO X
Las estructuras geométricas
Soqun = ha visto en el capitulo anterior, la discusién del trabajo

rojo como consecuencia, no sélo la dilucidacion del
pmwgm d.mmdo, sino el nacimiento de

igr

o5 @ lo génesis d o matemtica moderno. En ese sentdo Hilbert
oz of problema geometrco, aue fue desartalcdor o

, por Féix Kieln, en sul famoss programa.de Eviangen, parscida
Rk mencs e en

En el planteo de Kiein, que naturalmente puede superarse en
nuestros dias, estd contenido, sin embargo, el fundomento de la mo-
temética actual: La matemtica es una ciencio deductiva que se cons-
truye por método formal mediante ciertas estructuras que son apli-
cobls o todaslos romos les que en corsecuenci, dejon de ser

Y ese mismo planteo permite, odems,

d' metria dentro de lo matematica.
Puesie qu; Ia hnulvdud de este capitulo es analizar los estruc-
turas de los di s desarrollos geométricos posibles, y los coinci-
ot eeGee b coracterizorse
con los elementos y criterios puntualizados por Klein, introduciremos
primero tales elementos

TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS

En el copitulo I1l, pordgrafo 5, se estudid el concepto de aplica-
cién entre conjontos, déndose como sinbnimas e tal témino Jos de
funcién, transformacion, © proyecci al, sin
-embargo, reservar el termmo funcién pam los uphco:mnes entr! cM~
i los

15 enfro conjunios clcaiS/iiMeiea SRR it cos, oniriens
do primordial interés las transformaciones de fipo biyectivo, que en
tal caso son designadas operaciones geométricas.

A estas transformaciones geométricos puede entonces oplicarse



el concepto de composicién de aplicaciones (capitul IV, parégrafo 4),
resultando que la composici
Ll oty et oesdiicon: ol sem e s ek BRI AR
cordando ademds que tal composicién de transformaciones es

aaoclativa y suele llomarse pregucto de los mismas

i, con este criterio pueden definirse las transformaciones funda-
mentales de la geometria euclideo cldsica: 'mslacmnzs, rotaciones,
movimientos, simetrios (central, axial), homotecias y semejanzas, con
T Gl pcdar estucliorss todas s propledodes. e esa’ curpo’da
geometria.

£
3
83
g
&
a
El

2. TRANSFORMACIONES METRICAS
Traslaciones
Definicién
Dado un vector @ de un plano, se llamo traslacién de vector

untos del plano sobre los puntos de
na como homélogo de un punto cual-

La traslocién de vector o suele notarse T(@) y es usual, si A’
es la imagen de A a través de T(a), expresor:

TR A = A

Es decir que ol aplicar al punto A la transformacién T(0) se
obtiene como resultado A’ (y de ahi se infiere el sentido de “opero-
o0 contarid o I plceieh)

Es usual también, la siguiente escrituro

- A ,B,C,... X,
TO{a p
que indica que los puntos A, B, ..., X, .. constituyen el primer con-
junto, es decir desde el punto de vwsm geométrico pertene(en a una
g o més genéricamente a una forma 3, siendo -
B v e e e, engereirorsds sntorads e

nueva figura ¥, transformada de la %, a través de T(@), pudiendo
entonces indicarse la aplicacién de ¥ sobre X'

T@ s =¥



Dados en un plano into O y un éngulo orientedo =
un-.lnnm-u-d.mno amplitud = a la eplicacion

entre los puntos del plano ylu.-..-u,h-,..—,-
come homélogo, de O sl mismo punto O y o cusiquier otro
A#0, el A" interseccién de la :lnul"ﬂ-iﬂ de centro O

£ i N
y radio DA y la semirrecta OA’ tal que el dngulo AOA’ sea
igual ol x .

s decir, & A" e 10 imogen de A, o trvis del gt e Contie
y amplitud a , que se expresa por G(O, a), se tendré V.

GO,0- A = A"/ A €[CO,0A) NOA' A Aow = a

Movimientos geométricos directos

Definicién
Dado, en un cierto orden, un conjunto de traslaciones y rota-
ciones en nimero finito, se llama movimiento geométrico di-

recto a la mn.ﬁmg.un que resulta al componer sucesiv-
mente las dadas, e

Es decir que un movimiento directo es un
ciones y rotociones en nimero finito.

‘producto’” de trasla-
Si se tiene:
@z =¥

T®) ¥
G(0,a) -3

30

el movimiento directo M, es la transformacién que aplicada directa-
mente a X do como imagen X

GO o) TH - Ti@)
0 sea
My-3 =37

Pusds demostrons, sini R i escepa ol conte-
nido de esta obra, que todo movimiento directo es independiente del
ordn de composicion de tas traslacionss y Gircs que 1o integran
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Simetria_central
Definicién

Dado un punto O de un plano, se llama simetria de centro O o
o sliccién entr os puntos delplans  fos pastos dl wierso

pleso que como_homélogo y de
T O redmeienta o e v oAy y ol iy A
s

Indicando la simetria central de centro O por S(0), se tendrd,
A % O

S(0) A = A'/[A €O0A A DA

OR1
Simetria_axial
Definicidn
ina recta ¢ de un plano, se llama simetria axial de eje
a |- -'hmm entre los puntos del plano y los puntos del

el on ki it ot
punte A e el A tal que e sea la me-

Es decir, VA € e
Se) A= A/IAN | e en Avn AR = AN

Movimientos geométricos inversos

Definici

Ihdu, en un cierto orden, un conjunto de un nimero impar
de , se llama me

bransformacion aue resulta ol componer sucesivaments fos
, en ese orden.

la
dad
Es decir que un movimiento inverso es un “‘producto” de un nd-

mero impar de simetrios axiales.

Si se tiene:




el movimiento inverso &, e Io transformacién que apliceda directo-
mente a 3 da como imagen 3

S(ezas) . - .. Sles) - Sles)

0 sea

Movimientos geométricas

cién
Se llama movimiento geométrico o cualquier movimiento geo-
métrico directo o inverso.
Homotecia
Definicién
Dado un punto O del espacio y un nimero real k, se llama
homotecia de centro O y razén k a la oplicacién que asigna
como homélogo de O el mismo punto O y o todo punto A

distinto de O un A’ tal que pertenece a la recta OA y la razén
do los segmentos orientados OA y OA” es el nimero k.

Es decir YA # 0

HO, K -A = A‘/[A'EOAA

Dado un conjunto de movimientos y homotecias, en un cierto
orden y en nimero finito, se llama semejanza a la transforma-
cién compuesta de aquéllas en ese orden.

Si tenemos:
M=%

HiO k) ¥ = 3

My 37 =3

Gal0s, k) - 37 = 3"
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Es decir:

Definicién

Se llama transformacién idéntica o identidod o
tal que cada elemento es imagen de si mismo.

aplicacion

Definicién

ntre los sq dicen equi-
valentes si coinciden mb]-nn de cualquie Slomento o fre-

vés de ambas aplicacion
Como YA,

SO A = A
GO,m A=A

Luego S(0) y GO, x) son transformaciones equivalentes, y se
indica:

S(0) = GO, x)
Gl
Toda simetria central S(O) es equivalente al giro G(O , x)
ol
Toda simetria oxial es equivalente a algin movimiento inverso.

Es una simple consecuencio de la definicién de movimiento
inverso.

Observacién
De acuerdo con Ias definiciones de transformaciones métricas y

lo composicién de transformaciones, pueden demostrarse los coro-
larios siguientes:

Corolario

Toda traslacion es siempre equivalente al producto de dos
simetrias axiale: paralelos.




Corolario

Todo giro es equivalente al producto de dos simetrias axiales
de cies concurrentes en el centro de giro.

Las conclusiones anteriores permiten demostrar el fundomental
teorema:

Teorema

Todo movis
simetrias o

iento directo es equivalente ol producto de dos
les.

Resultando entonces los siguientes corolari

Corolario.

La transformacién compuesta de movimientos de cualquier tipo
a5 cquivalente o otro movimiento.

Corolario

La transformacién compuesta de simetrias (en nimero finito),
de cualquier tipo es equivalente a un movimiento.

Definici

Una transformacién se dice involutiva si es equivalente o su
inversa.

Sea la simetria de centro O
S0) A = A
Por significado de aplicacion inversa:
S0 A = A (U}
Y oplicando o A la S(0):
SO A = A @

De (1) y (2), por definicién:

S(0) = 51(0)

Esto es, la simetria central es una transformacién involutiva,
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3. GRUPO DE TRANSFORMACIONES METRICAS

e miienta svudoc o saata g co b oo
junto de transformacions, de composicién, el axioma G:

mét estructura de gruy
6 eidiols i Un i e "nns'omm(lon!s geomé-
tricas adquiere una estructura de grupo si contier

1.— Al producto de dos transformaciones cualesquiera del con-
junto.

2.— A lo transformacién idéntica.

3. — Al inversa de toda transformacion del conjunto.

las tras-

B gea g el cnjares de tod
laciones forma grupo. En efect

1.—El producto de dos troslaciones T(B) y T(a] es otro tras-
lacién T@@, donde ¢ = a+ b

0 sea
T@ A=A
T A = A7

O B A= Al

@ A= s
= [ =T @ = 1@
TR A=A

2 — La tronsformacién idéntica puede considerarse como la
a0 e Rl ¥ en consecuencia pertenece al conjunto,
3.— La inversa de cualquier traslacion pertenece al conjunto.
Ello es cierto puesto que la inversa de una traslacion Tid) es lo
traslacién de vector opuesto
M@t = T3

De idéntica manera, ol formar el conjunto de todas las simetrias

axiales (por ejemplo), resulta de inmediato que tal conjunto no adquie-

re estructura de grupo, puesto que el producto de dos simetrias axiales

de ejes coplanares es una traslacién o un giro, pero nunca otra
etria.




Si en lugar de los conjuntos de fransformaciones de Ung mismo
clase, analizamos el formado por todos los movimientos, todas los sime-
trias 'y todas las semejonzas, llegomos o lo conclusién de gue tal
conjunto posee estructura de grupo.

efecto, se observa que se saisfocen los condiciones 2 ¥ 3
En cuonto a la 1, también resultord e o i e o
los alternativas posibles:

) El producto de dos movimientes es ofro movimiento.
b) El producto de dos simetrias es un movimiento.
©) El producto de dos semejonzas es otra semejanza

d) Movimiento por simetria (que es equivalente a un movimiento)
un movimiento.
€) Movimiento por semejanza es una semejanzo.
f) Simetria por semejanza equivale a movimiento por semejanza
o 5eq es otra semejanza.

Luego, cumpliéndose las tres condiciones establecidas, estamos
en presencia de un grupo de transformaciones geométricas, que por
su importancia en el estudio de las geometrios recibe el nombre de
GRUPO FUNDAMENTAL.

Es decir

Simetrias,

Grupo

4. TRANSFORMACIONES PROYECTIVAS

Dada una figura constituida por puntos y rectas y un punto o
unenumnn a ella, llamado centro de la proyeccion, se llama
e ese punto o la aplicacion que asigna como
Romélogo de coda punto o cada recta dados, la recta o el
plano que, respectivamente, determinan con el centro.

o forma dada y O § ¢
@ ;0,b=p;

Sea: 3 = (A,B,C,...0,b,c,
OA o ; OB 0,0
Luego:

Proya A = o
Proyo B = b
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Proy, ‘0 = @
Proyo b =

Los elementos o, b,....a B ,..... determinon la forma
¥ imagen de X a través de la Proy,

Proys -3 = 3
Observacién

De manera idéntica podria definirse la proeccién de una figura
formada por puntos y rectas copuntuales desde una recta no pertene-
ciente a ninguno de esos puntos y copuntual con las dadas,
en ese caso la figura imagen, la formada por los planos que la recta eje
de proyeccién forma con los puntos o rectas del dominio.

Seccion
Definicién

mado cuadro, no perteneciente

Dada una figura formada por rectas y planos y un plano, lla-
a_form

de esa forma con ese cuadro a la aplicacién que asigna como
ol e it 3 cadm piasde s ure,  ponte S o
recta que determinan, respectivamente, con el ¢

Sea ¥ = {a,b,c, a, By, ) lo forma dada y 73

a,x=A b= jea=d Ba=b;

Luego
Sec, -
Sec,
Sec,
sec, b
Los elementos A’,B’, o, b, determinan la formo 3’

imagen de ¥ a través de la Sec_

Es decir




Observacién

De manero idéntica podria definirse la seccién de una forma
constituida po planosy recas todas coplanares con una recta no per
teneciente a o forma, pero coplanar con los de ela, siendo en este
caso lo mg-n, o figuro constiuido por os purtos de inteseccién
de lo rec s planos y rectas de la

Definicién

Se llama colineacién a la transformacion que es el producto
e coalquior mimars finkts do peoyeceiamte y ot

Observacién

Bl sjemplo ms simple y mds !isle” que pusde darse de una
colineacién es el de la fotografia. Entre un objeto real y su fotografia
exist sempre una colineacién, yo que aquélla es la transformada o
imogen ( aqul vole m3s que nirco el thrmino) da sbito @ ravés de
lo proysccién desde el bjetvo de la cémara fotogrdfico, seguida po

guientes transformaciones: proyeccion desde el objetivo de la cémara.
fotografica, seccién con la pelicula sensible, proyeccién desde el foco
de la méquina ampliadora, seccién con el papel de la ampliacién.

5. GRUPO DE PROYECTIVAS

Resulta mucho més simple que en el caso de las transformaciones
e probar que el conjunto formado por todas las colineaciones
ibles, adquiere estructura de grupo.

En efecto:

1. — Puesto que una colineacién es una composicién de un ni-
mero finito de proyecciones y secciones, la composicién de dos colinea-
ciones es también el producto de proyecciones y secciones en nimero
finito y en consecuencia, es otra colineacién.

2. — La transformacién idéntica es una colineacién.

3.—La transformacién inversa de una proyeccién es una sec-
ol /10, Taversal d U ek MBI o) 05 o Toversh
de una colineacién es otra colineacion.

ostrada lo existencia de un nuevo grupo
el de los colineaciones, que recibe el nombre de grupo
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6. RELACIONES ENTRE EL GRUPO

Y EL GRUPO PROYECTIVO

in se ha visto, se ha conseguido_definir dos conjuntos de
transformaciones geométricas con cuyos elementos pueden desarro-
llarse dos diferentes tipos de geometria: la métrica euclidiana y la
proyective El problema que se plontea de inmediato es disctir s
S oasiccon s ol grupcsafl de poder caracterizar los
s el e g
Aun cuando, uuammemm, ms transformaciones que engendran
ambos ‘grupos son diferentes, puede demostrarse que toda transforma-
cién métrica es también una cehneucwn no siendo en general cierta
la implicacién reciproca; con lo cual se arribarfa a la conclusién de
que el grupo fundamental es un subgrupo propio del grupo proyectivo.
Demostraremos una sola de las implicaciones directas, por ejem-
plo: “Todo simetria axial es también una colineacion”, pud\endo de-
mostrase todes Ios demes con criteio similr ol que se usard en eta
demostra
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Seo la simetria oxk Vi eje e en el plano u, en la que ABC y
n formas simétricas.

Es decir

Ste) ABC = AB'C m

Consideremos un plano x € e y fol que 1 L «y un punto impro-



plo O; no partenecients o los planes a o = . Proyectemcs la forma
REC GestalO- v seciiomermon Cone
Sec., vPrvyn‘-ABC = ABrCr @

Unamos A” con A" E” y €” con C’ quedando determi-
nadas las rectas A’A”; C’C", Que, demostraremos, son para-
lelas.

En efecto:
BB leyw | a =>BB Lx=>B"B, L BB = BB"B’ isésceles

o ~
= B"BB’ = B"BB @
7~
Andlogamente ARTA istsceles
~ ~
= ATAA = A'AA (4)

~ ~
Pero B"BB’ = A”AA’ por lados / (4)
De (2), (3), y (4):

~ ~
B"B'B = A"A'A 5
¥ como BB / A'A ©
y plano BB'B” / plano AAA” )
De (5), (6) y ()
BB ) AN
De igual forma
A CC

0 sea:
BB, AA”; CC7 = O,

Luego s o forma A’B’C” se proyecta desde O’y se secciona
con/a 59 outisne ABC

Seca - Proyoa
De (1) y (8)
Sex

= ABC @

Pre

Sec, * Proyas - ABC = AB'C’

Pero la composicién de aplicaciones comprendida por la llave es,
por definicién, una colineacion

C-ABC = ABC ©
Y de (1) y (9):
Ste) = €

llegando osi a la demostracién buscada.
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robaremos ahora que lo implicacién reciproca no es, general-
mente, vélido, esto s, que una colineacién no es equivalente o una
de los ocho transformaciones métricas. Por tratarse de un enunciado
negativo bastaré encontrar un ejemplo donde sea imposible tal equi-
valencia. Basta para ello tomar como colineacién el producto de
proyeccién desde un punto O de una forma ABC de un plano a , por
I seccién con un plano a’ no paralelo ol a.

Seca: - Proyo - ABC

B'C’

Resulta en tales condiciones, que:

A#A,B;«ﬁ'.stﬁe.
¥ como todas las transformaciones métricas conservan los éngulos,
ninguna de ellas puede ser equivalente a esa colineacién.

En consecuencia:

Grupo Fundomental C Grupo Proyectivo

7. LAS GEOMETRIAS

Lo interpretacién matematica rigurosa de esta importante con-
c!usién gue permitd y permite defnir o problema de los etructuras

més fue estal Kiein, quien comienza por definir la
s e

z

Definicién

La geometria -eudia los propiedades invariantes de las figu-
ras, respecto del grupo formado por todos Jos movimientos,
mas todas las simetrias, mas todas las semejonzas, es decir,
respecto del grupo fundamental.

O seq, son propiedades geométricas los que no dependen de lo
posicién de la figura, ni de su magnitud ni su sentido, esto es, se
conservan en los movimientos, semejanzas y simetrias.

Asi, la famosa relacién pitagérica del tridngulo recténgulo es una

ropiedad métrica, puesto que es vélide en cualquier tridngulo rec-
B i o it e

Si bien lo geometria métrica, por nacer de la observacién de lo
naturalezo, crea figuras abstractas que pertenecen o un espacio de
tres dimensiones, nada impide, como se ha visto en el capitulo ante-




rior, que por esa misma calidod de entes abstractos que mnnqa,
pueda engendrar espacios abstractos de cuak:ulcv nimero de dimer
siones y sustituir el grupo fundamental por mlqum otro_grupo &
Tonsformacionss, Do, e ansralipitiichide Nl EA Tt e
general de geometria

Definicién

La geometria es la ciencia que estudia las inva-
riantes de los espacios abstractos de cualquier nimero de di-
mensiones, respecto de cada uno de los grupos de

ciones que on ellos puedan definirse.

8. LAS ESTRUCTURAS GEOMETRICAS

La definicién general anterior nos lleva a analizar la alternativa
Sl

Sea A una geometria construida sobre la base de un grupo de
trovsformaciones Gs y consideremcs olto grpo G, més amplio qus
aquél, ésto es Gy A una propiedad cualquiera P invariante
para G, se le aplican e o i

) P es invariante también para cualquier aplicacién de Gy .
b) P no se conserva al aplicar Gy

Es inmediato que si se produce la primera alternativa, P no es
propiedad caracteristica de la geometria A, sino de la que depende
el grupo més amplio G  En ef segin coso P'es proplecid e
cifica’de A

En este sencillo planteo, que fuera formulado también por Klein,
estd estrictamente determinada la delimitacién de los contenidos de

cada estructura geométric

Ejemplo

En geometria métrica, ol estudiar las bisectrices de un dngul
M, interior de un tridngulo no istsceles ABM y de su éngulo adyacente.
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se llega fécilmente a la relacién:
a

A
La razén —E , considerando los segmentos orientados, se llama
rozén simple de la terna ABC y se indica:  (ABC) — ——

Andlogamente: (ABD) — >

80

da una cuaterna de puntos de una recta orientada, se llama
reat ol o anarménica de esa cuaterna ol nimero real
que es el cociente entre los dos razones simples que determinan los
dos primeros puntos con el tercero y cuarto, respectivamente.

Se expresa:

(ABCD)

(ABC) : (ABD)

Aplicando este concepto en (1) y tomando en cuenta los signos

(ABCD) = —

rior y exterior, cpueskos a ese lodo, vale siempre —1. Y pues'o quﬁ
se define el grupo arménico de puntos como uno cuatern: os
85 o vecta cin e acer nbobnIc Vo e | rsdia v 1o T
que por simples relaciones métricas se ha llegado o concepto de grupo
arménico de puntoe/ o idngedo ABM, (ABCD) as gropo ariris

Si rupo arménico de puntos se le aplica cualquiera de los
transformaciones del grupo fundamental, es inmediato que la cua-
terna transformada es ofra cuaterna arménica. Es decir, la relacién
de cuaterna arménica es invariante a través del grupo fundamental.

r0 puede demostrarse, aun cuando la demostracion escapa a la
noturaleza de este libro, que si a una cuaterna arménica se le aplica
cualquier colineacién, se obtiene también otra cuaterna arménica

Luego la propiedad de una cuaterna de puntos de ser arménica
es propiedad especifica de la geometria proyectiva y no de la geo-
metria métrica

Por el contrario, si se considera la propiedad: “los lados opuestos
de un paraleloaramo son iquales”’, tal propiedad es invarante a través




del grupo fundamental, pero como se verd en los operaciones siguien-
tes, o lo es en cualquier colineacion

En ABCD
=BCyAB = CD

oyectamos el poralelogramo
ROLE e no per-
teneclents a y Seceionemes eon
« secante con a .

Sec,: - Proyo - ABCD — AB'C'D!
donde A’B'C'D’ no es un parale-
logramo y en general:

AD = BT y AB = CD
Luego la propiedad enunciada no se conserva invariante al pasar

al grupo més amplio y en consecuencia es caracteristica de la geome-
tria del grupo restringido.

9. METODOLOGIA DE LAS ESTRUCTURAS

Sean las geomeh[cs fundadas por los grupos G, y Gy, tales que
G, es subgrupo propio de Gy . Consideremos una Oe!mu 3 invarionte

para G, y no para G,‘, es decir una 3 que no se modifique pora los
RersTormasicyes o i coro e modificada por los de Gy (que no

pertenezcan a G,). Sea ahora R una relacién entre X y otra figuro
cumqmzra, perteneciendo R i e e propiedodes que estudia
la geometria

Si se aplica a R una de las transformaciones de Gy que también
pertenezca o G, (siempre e pues G, C Gy, X queda inva-
e o i que: . Hotia orbiijoriasilece i LSl obre 3 y
en consecuencia R es una propiedad de lo geometria de Gy. En caso de
aplicar a R una de las transformaciones de Gy que no peﬂene(:n a
Gy, se modifica 3 y por lo tanto R deja de subsistir.

n este razonamiento queda contenidc la metodologia de los des-
arrollos geométricos, que puede sinfetizarse en los dos enunciados del
llamado principio de Klein.

I.— “Al sustituir un grupo G, por atro més amplio Gy, quedan
mvariunres sélo algunas propiedades de lo geometria fundada en el

o Gu tales propledades corresponden o la geametro del nuevo
rubo Gr. Los restantes (aparecen; deads el nuevo. punfo e vista,
e bropledaces hllce IR S propiedades de
éstos respecto de una forma notable que se ogrega o las mismas, la
cual estd caracterizada por la propieded de que, fijada ésta, las dnicas
transformaciones de Gy que pueden realizarse, sin alterorla, son los
de Gy
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Reciprocamente:

11. — "Dado un espacio y en él un grupo Gy, para estudiar las
propiedades de este espacio, respecto de una figura X, se puede
agregar ésta a las figuras del sistema, estudiando el sistema asi
empliado desde el punto de vista del grupo Gy. O bien se considera
dicho sistama sin ampliccién, estudiondo sus propiedades Invarantes
respecto de todas las operaciones de Gy que no alteran la for

En consecuencio, f princpio | parmite generalizar o geome~
trio adoptando grupos coda vez ms amplios, que contienen o los
anfeiores como subgrupos, Por el contrario, el I permite Crear o8t
metrias especioles conte Bt s e
se obtienen al fijar una figura 3, es decir por “adjuncién’’ de 3 .

10. APLICACION DEL PRINCIPIO DE KLEIN
EN LA METRICA Y LA PROYECTIVA

En el presente pardgrafo analizaremos con més detalle la apli-
cacién del princigl antes mancionado, ol coso concrato de las dos
estructuras més conocidos, la métrica y lo pwyechvﬂ
Porleilo 83 reaesoeto Introducy o forma 3, lnvariantepata a5
S e S S e
ciones que no pertenezcan a tal gripo.

Para determinar esa forma consideraremos primero lo aplicacién
que recibe el nombre de involucién circulor.

Definicién

Dado el conjunto infnitas rectas do un plane, pertene-

cientes a un punto O T rayos), se involucién cir-

Calaria a epfioaslin del cos hbo o of mimss 4us siges Como

hum-lql de recta del hoz o la recta del hox que es
o jsm




Si designamos por Iy tal aplicacién, Ya €0
lh-a=0d/aLd rOEa

Obsérvese que si se aplica I a o, como la perpendicularidad satistace
la propiedad simétrica:

Ihd =0 m
Y por definicion de aplicacién inversa:

it =a @
De (1) y @

Y en consecuencia la ix es una transformacién involutiva,
To que Justifica la deslgmmén ‘dada desde el pri

Se observa ademds que en I no pueden existir elementos homo-
logos de si mismos (elementos unidos), pues la perpendicularidad no
satisface la propiedad reflexiva. Se dice en tol caso que tal transfor-
macién involutiva, o simplemente involucién, es de tipd eliptico, siendo
ademés una colineacién.

Si A. es la direccién o punto impropio de la recta a, A’. el
impropio de o, etc., tales puntos impropios resultan también de sec-
cionar los pares de homélogos de Iy con la recta impropia (r,) del
plano sostén del hoz de centro O .

Esto es:
Sec,. Iua = Ay
Secre It = A,

0 sea que si a y ’ son homélogos a través de la aplicacién I :

S N

través de la aplicacién: Sec,, - Iy - Proyo, puesto que:
Proy, - A.
oo =

Secrs o = Ax
0 sea:
Seces I Proyo - A. = A, de donde:
Sec, - Iy Proys
Nt

“Es decir, los pares (A., A'), (B., B%), ... son homélogos a través



e la aplicaci
tipo involutivo.

Obsérvese por (ltimo que el homdlogo de un punto A, es inde-
pendiente de la Iy que se considere en el plano. En efecto, si en
Iugur d= I. se eonsldem otra involucién circular en el haz de centro O; ,
se tend:

compuesta Sec,.. |y Proys = Iy, que es también de

Proy, =a/a
oo, < Ax = a1 /6 lc} e
I, = i /ds Lo
Luego: Sec,, - oy = A
0 sea:
Secrc - I, + Proyy, - Ac

Y en consecuencia:

Secr, I+ Proyy = Secre I, * Proyo,

Lo que equivale o decir que la involucién |, no depende de la
involucién circular que se considera, o lo que es o mismo, que para
cada plono existe una sola involucion |, la carécter
importantisimo a I,; por tal razén se lo denomina la involucién
absoluta del plano.

La involucién absoluta de un plano es, como ls circulares, de
tipo eliptico, es decir, carece de puntos unidos. Si se introduce el
concepto de “imaginario”’, entonces esa involucién tiene dos puntos
tinids, Imaginaris, iicos para cada plano, s, e 3¢ denormina
pnnms ciclicos de ese plar

el sl st plano —engendrada a partir de
las bnvolu:xmes ulares, cualquiera de los cuales la individualiza—
es la forma X que buscabamos. En efecto, i aplicamos a una involu-
cién cvrcular cualquier transformacion del grupo fundamental, como
todas ellas conservan [0s Gngulos, se obtiene otra involucion circular
¥ en consecuencia no se modifica la involucion |, en el infinito. Pero
sia una involucién circular se la secciona con una recta cualquiera
y al resultado de esa seccién se lo proyecta desde un punto arbitrario,
la nueva involucién no es circular y por lo tanto en el infinito no se
obtendré la involucién absoluta. Es esa, entonces, la forma necesaria
para considerar los métodos posibles de desarrollo de la geometria
métrica. Segtin el principio de Klein resultan entonces dos métodos:

o) Estudiar la geometrio del grupo mas amplio (el proyectivol,
pero no desde el punto de vista de las propiedades de las figuros en
si mismas, sino de las figuras ampliadas mediante la adjuncién de la
involucién absoluta del plano. En esta forma se tendrd el desarrollo
por método proyectivo de lo geometria métrica.




b) Estudir lo propiedades proyectives e guedan ivariates

no para todas las colineaciones, sino para aquellas que no modificar
I ovolucion cbaslotey lavais ol bt EE EIOS Bl G
mental. Tendremos asi el método métrico, cuyos recursos son enton-
ces los movimientos, las simetrios y las semejanzas.

Ejemplo

En proyectiva se demuestra, como consecuencic del
daromiads eoremme da teiner que o pantea el ik e
independientes (no alineados) determinan una cénica y sélo Si
se adjunta la involucién obsoluta se prueba que todas las cimnr\le~
rencias del plano pasan por los dos puntos ciclicos del mismo.

Consecuencio inmediata de las propiedades anteriores es el si-
quiente corolario: tres puntos no alineados determinan una circun-
ferencia y sélo una.

Se ha obtenido asi una propiedad de la geometria métrica por
método proyectivo, ya que la determinacién de la circunferencia por
tres puntos no resulta como propiedad de la_ circunferencia en si
misma, sino en relacién con la figura agregada: la involucién absoluta.

Por el contrario, la misma propiedad de la circunferencia puede
demostrarse por el método clésico de considerar los mediotrices de
dos de los segmentos que determinan los tres puntos dados. Y aunque
en los planteos tradicionales no se ponga de monifiesto, fal razona-
miento implica simplemente aplicar simetrias. Esto es, se demuestra
la propiedad usando una de las colineaciones que conserva fa involu-
cién absoluta: estamos en presencia del método métrico.

11. GEOMETRIAS ELEMENTALES

Puesto que la geometria s una rama de lo ciencia matemdti-
<o, al igual que ésta, debe desarrollarse sobre la base deductivo-for-
malisto, existiendo la posibilidad de establecer distintos sistemas axio-
méticos, que serdn rentes puntos de partida para concre-
far tombién diferentes estructuras.

i nos limitamos al espacio tridimensional, tres son las estructuras
geométricas esenciales: la geometria proyectiva, la geometria afin y lo
geometria métrica euclidiana. De la proyectiva y la métrica, tomadas
como modelos para fundamentar este capitulo han sur rac-
teristicas estructurales. Sintetizaremos esas conclusiones efectuando el
enlace final entre ellas y de ellas con lo geometria afin
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Geometria_proyectiva

i6n de geometria, resulta que la geometria pro-

we estudia las ‘propiedades invariantes de las
formas, respecto del grupo de todas las colineaciones, es decir respecto
del grupo proyectivo, Tales propiedades dependen entonces de aque-
llas transformaciones y pueden demostrarse con recursos especifica-

tales recursos no originan distintas geometrias, como ciertas designa-
ciones han confundido y confunden todavio, sino que significan solo-
mente distintos métodos de desarrollo. En el primer caso se tiene el
método sintético; en el segundo el analitico, es decir, que el nombre
de geometria analitica, tan usado, no corresponde exactamente @ una
geometria, sino @ una manera de desorrollarla. En la actualidad, y
ante la formulacion algebraica que se introduce en la matemdtica
moderna se prefiere no separar ortodoxamente fales métodos, sino
recurrir G uno u otro, segn faciliten el avance del conocimiento

Desarrollada la geometria proyectiva por método sintético o ana-
litico, o por ambos, resulta que son invariantes en la mismo, la inci-
denci, la pertenencia, el orden y los relaciones anarménicos o razones
dobles que se conservan  través de todas les colineaciones.

Geometria_afi

En lo geometria proyectiva, un punto, una recta y un plano pue-
den ser indistintamente propios o impropios y sin necesidod de especi-
ficar la naturaleza de los mismos, toda propiedad proyectiva es vélida
en todos los casos de combinaciones posibles de esos entes. En otras
palabras, un punto propio o impropio, una recta propia o impropia, un
plano propio o el improg son, proyectivamente equivalentes, no exis-
tiendo diferencia geométrica entre ellos: s decir en geometria proyec-
tiva no existe el paralelismo.

i los axiomas estructurales de la geometria que se pretende cons-
truir, introducen una distincién entre elementos propios e impropios,
y del grupo de colineaciones se consideran solamente las que conser-
van esa diferencia, es decir, las que aplicadas a elementos propios o
impropios, dan por imégenes, respectivamente, elementos propios o
impropios, se obtiene un grupo restringido del grupo proyectivo.

Los transformaciones de tal grupo deben conservar, entonces, el
poralelismo. Si lo geometria es bidimensional, deberd conservarse la
recta impropia del plano; si es tridimensional, el plano en el infinito
del espocio.

Pertenecen o ese grupo todas los transformaciones del grupo fun-




domental, més las colineaciones que conservan el paralelismo, es decir,
las proyecciones y secciones poralelos.

£ grupo asi constituido estd incluido en el proyectivo y contiene
@ su vez al fundamental: es el llamado grupo afin ¥ la que
de &l resulta s el perfecto eslabén de enlace entre la proyectiva y la
métrica euclidiana. Tal geometria se denomina geometria afin o mé-
trico paralelo.

Lo estructura ofin adquiere una importencia fundomental en los
desarrollos geomtricos modernos que son de naturaleza vectorial,
como se discutird en el capitulo XII, donde el manejo de vectores li-
bres implica la utilizacién de vectores equipolentes y en fales condi-
ciones se construye, en realidad, una geometrio afin

Son invariantes en la geometria afin la incidencio, la pertenen-
cia, el paralelismo, la ordenacién y la razén simple de tres puntos de
una recta.

Los dreas y los volimenes son también invariantes, pero relati-
vos, puesto que ol realizor una transformacién ofin, el drea o el vo-
Iumen de la forma original queda multiplicado por un factor constante;
en cambio la razén de dos dreas s un invariante absoluto.

Geometria métrico euclidiana

Introducida lo geometria ofin, puede obtenerse el grupo funda-
mental como subgrupo del afin, considerando las colineaciones de este
ltimo que conservan la perpendicularidad, lo que equivale, segin se
ha visto, a mantener invariante la involucién absoluta del plano (si
se desarrolla geometria plana), o el circulo en el infinito (si se desarro-
lla la geometria del espacio). Tales colineaciones, que conservardn
Yo Lo dnglcs, transfortarn (e formo cllelaren ik SRS
o imrsamante camejorts. . son precisments Tos movi , los
simetrias y los semejon:
Rt af o ate oxdroetients st

Grupo Fundamental C Grupo Afin ¢ Grupo Proyectivo

vorontes el ceoremElia Bl
lo pertenencia, la congruencia, el paralelismo, lo perpendicularidad,
las éreas y los volimenes. Son invariantes especificos: los ngulos
como invariante absoluto,y las distancios —de ahi el nombre de mé-
trica— como invariante relativo.

Teniendo en cuenta todo lo expuesto, y si nos atenemos al caso
del espacio bidimensional (atn cuando lo mismo puede hacerse para
tres dimensiones), podria construirse el siguiente esquema de vincula-
cién de estructuras, donde el grupo métrico estd representado por el
rectangulo !, el afin por el Il y el pmymwo por el 11l
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-
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v considerondo \a msmbumn de elementos de la figura anterior;
sigue lo metodologia de las geometria:

podric representarse
210  correspondientes o tsus g



) Método proyectivo para la proyectiva elemental
b) Método afin para la geometria afin

©) Método métrico para la geometria métrico euclidiana
d) Método afin para lo geometria métrico euclidiana

€) Método proyectivo para la geometria métrico euclidiana

f) Método proyectivo para la geometria afin

12. OTRAS ESTRUCTURAS GEOMETRICAS

| capitulo siguiente contiene el desarrollo de los estructuras geo-
métricas no euclidianas, analizandose los relaciones entre ellas y con
la métrico euclidiana. Pero ademds de los estructuras hasta ahora
discutidas y los reservadas para ese capitulo pueden plantearse muchas
ctras cuyo andlsl completo escopa pofabiemente of alcarce de esta
obra. Sin embargo queremos mencionar, ol menos, ofros dos
S il o et laTE R EROE MRS oo via s ol
sicién o topologia
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Geometria_proyectiva superior

Los geometrios elementales angendiar espoccs tidimensionales;
sus entes primitivos son el punto, la recta y el plano y los formas

cebir espacios abstractos de cualquier nimero de dimensiones. Pero
e ok ok i e e e también
amplor el significado del clemento generador de esos espacios de
modo tal que los axiomas que lo definen implicitamente puedan se
s foitior o deomaitieas o il & ecasario
que las transformaciones puedan ser aplicadas tanto a formas reales
como complejos.

Con tales condiciones se desarrollo la denominada geometria
proyectiva superior.

Defini

Se llama geometria proyectiva superior o la que tiene como
(|mp| coroctaitio ol formado por todos las coliseacones
licabl

) en bstracto
e Seiciion s cuveraleira okdrides
s s for ‘geométrica.

Topologia o geometria de posicién

Si se construye una figura 3 cualquiera sobre una lémina pléstica

muy eléstica, ol someter dicha Iémina a fuerzas de cualquier tipo,

sin aue la desgarren, se obtendid una deformacitn de la mismo, y

sobre ella una figura ¥, transformada de 3 a través de esa defor-
cion.

formos 3 y ¥, que en general no pusden vinculrse por uno
colineacién proyectivo, presentan sin embargo estas relac

3y ¥ estén vinculados por una aplicacién punhml f biyectivg
pues a todo punto de 3 corresponde uno y sélo uno de ¥’y reci
procamente.

Adems, i dos puntos e 3 son nfinitamente préximos, s tre
formados en ¥’ son también int e e o ctolhoy
deformacién, pero sin rotura,

Esto idea puede concretarse de la siguiente manera:

Definicién

Une aplicacién f n 3 es continua, si las imigenes de
Infinitoments S onicior s 3 oo et atepacaents




Definicién

Uno aplicacién biyectiva f de X en 3’ es bicontinua si son
continuas f y su inversa f !

Definici

Se llama homeomorfismo o transformacién tapolégi
transformacin biyectiva y bicontinua.

a toda

El grupo de todas las transformaciones topolégicas, que evidente-
mente contiene ol grupo proyectivo permite engendrar una nueva
estructura geométrica: lo topologia, geometria de posicién o andli-
sis situs

En geometria métrica, una circunferencia, una elipse, una pard-
bola y.una hipérbola son figuras diferentes con propiedades métricas
disintas
royectivo, todas ‘sas figuras son equivalentes entre si; son
slmplgmenie cénicas con los. mismas propieda
En topologia, todas las poligonales
curvas cerrodas . en consecuendia 1o ellpses, $1c.,-son §
I6gicamenteequivalentes, pues puede pasarse de una o otra por
transformaciones bicontinuas.
Todas esas lineas son las llomadas curvas cerrad Jordén
‘mismos invariantes topologicos, que resultan asi ser propiedades
esenciales de las formas. de tipo absolutamente cualitativo.

213






CAPITULO XI

Geometrias no euclidianas

La teoria de la relatividad es una creacién genial de la mente
humana. Cuando le prugunmmn & Blnstin cudl fue su comienzo,
fio

respondié simplemente: “El desafio @ un axioma”. Esta frose, casi
extrafia, es el fundamento de la matemdtica moderna y, en especial,
la geometria

ntimeros hipercomplejos fueron aceptados cuando Hamilton
se decid o obandonar, después de maltpls ensayos, el oxiomo do

e la Los
o it ksl evics 0 ke o) wemaantcrlis 6
tercero excluido. La geometria comenz a jerarquizarse y clarificarse
en todos sus cspectos cuando Balyal y Lobetchefsky se decidieron @
negar el discutido postulado del paralelismo euclideo.

1. Geometria de Euclides

se ha considerado en este libro la obra de Euclides y sus im-
perfecciones. Para faciliter la comprension de los geometrias no eue
dianas, es conveniente volver a considerar los cinco axiomas que sirven
de base o su geometria plana:

Desde cualquier punto se puede trazar una recta a cualquier

Tndu recta limitada puede prolongarse indefinidamente en la
misma_direccién.

Con cualquier centro y cualquier radio se puede trazar una
circunferencia.

IV. Todos los Gngulos rectos son iguales (*) entre si.

@) Actuimente Ia palabra “igual’ se reser ivomente,
visto, pora designor un Gnico objeto.” Es decir, un S el
e e fgul o i s,
i dos énaulos tienen el medid, o sea, les coresponde 0 ambos e
S B el congrantes

medA=mdB &> Amb
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V. Si una recta, al cortar a otras dos, forma de un mismo lado
‘angulos internos cuya suma es menor que dos rectos, esas
rectas prolongadas indefinidamente se cortan del lado

en que estén los éngulos cuya suma es menor que dos rectos.

Respecto del postulado V ya se ha dicho que Euclides, considerado
paradsjicamente como el primer geémetra no euclidiano, evita uti
zaro mlentrs o e posibley que s 28 proposiciones injcioles de su
ituyen, con los cuatro primeros postulodos, la geometria
s e Enchdns, independiente del postulado de paralelismo.
Utilizando esta geometria absoluta puede demostrarse que, en un
plano, por un punto e R
lela o dicha rect
e cateto 1 requiara famblén ) wljcocién especial s B
realidad, su enunciado osegura Gnicomente que la recta no es un con-
Janto acotado de puntes, pero, slempre se Supuso, de acuerdo con a
Vit aceptotion de Eulides, que 1o recta.era de longitud infinita
Rectin sn1854, Bernhard Rigmann (1826-1866), en su famosa diser:
tacién en la Universided de Gattingen, hizo la distincion entre ambos
: tos. ir, el axioma |l exige solamente que una recta no
50 extremos, per esto o contadice el hecho de que pueda fenet
Img-md finita.
clid

les utiliza la infinitud de la recta recién en lo proposicién
e que lleva a probar la existencio de una
paralela por un punto exterior a una recta
Vale decir, considerando el ponmodo n Sin suposiciones impli-
ditas, :m ¢l enunciado més precio de qus “uno cta es un con:
junt ", el posmlado del paralelismo admite tres expresio-
e i dAferemzs que aseguran: 19) lo no existencia de paralelas, 29) la
cia de una paralela Gnica, o 39 la existencia de més de una
S En el cuadriétero do  Socche esos posiilidades corrspon-
d s del éngulo obmso, recto o agudo.
de los otros

Iy

&

=Z
é
Z

eliptica, parabélica
o euclideo, e hiperbdlica. Los geometrias eliptica e hiperbdlica son
consideradas como las geometrias no euclidianas propiamente dichos.

2. LA NEGACIGN DEL AXIOMA V

o varios enunciodos equivalents ol postaldo
del pcmlehsmn euclideo. El més difundido es el propuesto por Play-
fai,cuya vrsén aparece cominmente en o textos de geomtrio pora
ensefianza secundari

b axtermr a una recta pasa una y solamente una
paralela o dicha recto.”

wiene insistir en que la exnsrencm de una paralela puede pro-

barse si se supone la infinitud de lo recto. En ese caso, el postulado
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Exigiendo la infinitud de la recto, el axioma puede enunciarse

1/Por un punto exterior o una recta posa @ le sume uno parclela
a dicha rect

For o fenios pora i (ARSI
sistema de Euclides-Hilbert, sélo puede negarse la unicidod de lo
parallo, s decir suponer ue por un punto exerior @ uno recte pasa
Tiés de una parielo & diche recta,

Fnadnch Cocts (19771855 4n Alemania fus ol primero en con-
siderar la lidod de una geometria que negase el postulado V.
G nisnca pUbIIS sus!traaon .1 s Tl Soneeiciie fiasis
Johann Bolyai (1802-1860) en Hungria y de Nicolai Lobatchefsky
(1793.1856) en Rusi

8

Los tres icos citados consi i i
esta altemativa y sustituyeron el axiomp de Euclides por el si-
guiente:

“La paralela a una recta por un punto exterior a ella no es
Gnica.’”

or varlos s, o geometra antelor, conocida coma la geo
metria de Lobatchefsky, fu eometria no e
presentacién de Riemann, uuwn + nag, o ya Io unicided de la poru]ala
sino su existencia, con el postulado siguiente:

or un punto Wl o ied pasa ninguna paralela
o dicha fact

conerrlo de Euclidesy la d Lobatchefsky pusden desarro-

liaresogan I rigurosa formalecion da: Hilbert con Io gmes satiti
ol e idlsemee el i pﬂmlellsmo La geometr
o Kiemann exio0; o <ammEAL] oo ibline o4 i o ekl
riguroso escapa a consideraciones elementales.

3. DE LA GEOMETRIA EUCLIDEA

Como se ha indicado en el capitulo VI, ningin sistema axiomé-
lece, en primer término, su consistencia

idad,
eeat s o I puearaticn: o scc/iliis oo importante
considerar un modsio para la geometria euclidea. La tria de
Euclides, ol ser compatible, proporciona también interpretaciones de
lus geometrias no euclideas, como se verd mds adelante.

Un modelo sencillo lo proporciona la geometria analitica, Claro
estd que se trata de una prueba de consistencia relativa, pues al esta-
blecer un modelo que depende de la aritmética del nimero real, I
geometria de Buclides resita ton comsiitenrolioms ol sisem oe. 106
nimeros reales.

£l método consiste en interpretar los primitivos de Hilbert para
la geometria plana y Iuego probar los 15 axiomas correspondientes
como teoremas algebrai

Sirminas primitives son;dos conjuntes de.elementos (puntos
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y rectas) y tres relaciones (pertenencia, orden ia). Estos
prlmmvos ousden interpretarse algebreicaments.de a Sigulente mox
era:

1) punto: par ordenado de nimeros reales

2) recta: conjunto de puntos L = {(x;y) /ex+ by +c = 0]

fa expresléﬂ S+ by - = 0 se llama ecuacién de la recto, En
© son nimeros reales, a? 4+ b* > 0 y si dos ecuo-

e Gim 33 rimiros iinibios difiaren en' G foctol

constante, ambas ecuaciones definen la misma recta

3). elocién d partenencia entre punto y recta: el punto (x ) per.
tenece a o recta de ecuacién ox-+by+-c = 0
axy+byo ¢ = 0.

4) relacién de orden entre tres puntos: el punto (x,; yo) esté entre
los puntos (x; ; yi) ¥ Sblo si existe un ndmero real
to<t< ”/Xa =x +the—x)a yo =y +tl—y)

5) relacién de congruencia entre dos pares de puntos
S Pt I ) e valies congriente condlpes
[0’ 2 5 (x5 y2)] 81y sdlo si

(e — ) 4 (2 — ) = (8 — x4 by — a7
5) relacién de congruencia entre dos dngulos:

e ngulo L0 51, (o 5), a7 ) & congruente con of éngulo
(053, O y!d L O a0 sty sélo

O3 — o) (s — o) + y1 —yo) (y: —yo)
G el + 01— YoP V/ Xa— X0 F (ya—

O — ") G — ) + ' —yd) oy — o)
G — 0 + 7 — yo® Vo — 0% 7 —yo

probarse que esta interpretacién de los términos primiti-
vos de Ia eoreiio plana e ich
verda

ser
Soa Y/ Contplicacd 6 [0t pare pdeda satcblecersd por cobh
loabralcos kel scmete
Como ejemplo, demostraremos el primer oxioma de pertenencia
o incidencio:
Dos punto:
Sers necesario probar que dados dos puntos distintos
BaiYaly i ve) edste ina y: sl o recto cuya, ectodis
by + es verificada simultneamente por ambas cuplas

istintos determinan una recta.

19 porte: existe por lo menos una recta que pasa por (Yo ¥
(" ; v,



En efecto, la ecuacion
(' — yox + b — xly + Ga'yo —xoye) = 0

define una recta pues reune las condiciones exigidas y puede compro-
borse! feclinets| e, o primed it s orvia ol resmpiomar
X ey por X e yy y también por x,’
29 parte: |u recta hallada es dnica.

Sea ax + by +c = 0(1) la ecuacién de otra recta cualquiera
e

Entonces,
foxe + byo +¢ = 0 A ax’ + by +¢ = 0] @
= ala’ —x) + by —yo) = 0
Como ay b no pueden ser nulos simultdneamente, supongamos:
a0 = v/ — yo~ Opuessiy’ —yo = 0 3) =
=S - =0k —x%=0 &
De (3) y (4) los puntos (x, ; o) y (xs’ ; ya') coincidirian.
Al dividir ambas expresiones en (2) por a # 0, se obtiene:

b c b c
Yot —Yot— = 0A X F—yW+— =0
o a a a
b <
Si—=pA—=aq, entonces
a a

Xo+pPya+q=0nx'+py+q=0
Como yi' — yu# 0 , al resolver el sistema anterior queda :

XYo =Xy
Yo' = Yo
= =y x4 b — %)y + Gyo — aw) =
que es la ecuacién de la recta obtenida en la primera parte. Por lo
tanto, queda probada su unicidad.
la misma forma pueden probarse como teoremas algebraicos
los restantes postulodos g Ta. geometra euclidianc,

4. GEOMETRIA ABSOLUTA

se ha expresado anteriormente, es le un desarrollo
geomtrico fecundo sin recurrir al postulado de paralelismo. Este 219




desarrollo, que postula la ir le la recta, es comin a los
trias euclidea e hlpolbé":u y :msmuyu un ejemplo de sistema axio-
mético no cotegeri

nvz c ocer los enunciados de algunos teoremas vé-
lidos en cmbos hipétesis para la geometria del plano:

Ty ¢ Si dos rectas de un plano son perpendiculores o una tercero,
entonces dichas rectas no se cortan.

Ta ¢ Por un punto exterior @ una recta pasa por lo menos una gara-
lela a dicha recta

Ty : Dadas dos rectos y una transversal, si existe un par de dngulos
alternos internos congruentes, entonces las dos rectas no se
cortan,
Obsérvese que el reciproco de este teorema:
75 dos rctos cortadas por uno transversal son parclelo, enton-
ces los éngulos alternos intemos son congruentes”, no puede
et i i i e a1 parolela

T+ Los éngulos de lo base de un tridngulo isésceles son congruentes.

Ti : En todo triéngulo, un dngulo exterior es mayor que coda uno
de los Gngulos interiores no adyacentes.

T : Las diagonales de! cuadrildtero de Saccheri son congruentes.

T ¢ Los éngulos opuestos a la base del cuadrildtero de Saccheri son
congruentes.

Ta : En el cuadrilétero de Saccheri el lado opuesto a la base es con-
gruente o mayor que ella.

: En todo tridngulo, la suma de los éngulos interiores es menor o

congruente con un éngulo llano.

=)

Para aclarar el significado de los teoremas T, y T en la geo-
motria-ehsoita, convitne considarar Jo siguients defmlcion de pere-
lels, debida a Gauss y propuesta también por Bolyai en su obra "1
ciencia ebsoluta del espacio’

5i dos rectos coplonares AB,y CD, o se cortany mieniros
toda recta que pasa por A entre AB y AC corta G CD, entonces i
es paralela o CD.”




n su tratado “Teo

el slgmh:udn de esto defi

lelismo.

i 50 considera en un plang uno recta cualquiera ¢, un punto
la perpendicular AC a r, las rectos que pasan por A

e dusvf«cuvsﬂ en' dos cotegoras{ los que Intersecton’@ CD

de los parclelos” Lobatchefeky considera
ién y la vincula con el éngulo de para-

fas que no la cortan. Estos onjun vacios pues al
primero pzﬂ rece, por e;emplo, Ay segundo la recto AE
perpendicular a AC en A, que no corta a CD de acuerdo con
teorema T .

Puede probarse que existe por lo menos una recta frontera entre
ambos conjuntos, que pertenece al conjunto de las no secontes.

Si se elige sobre CD una sucesion de puntos Dy, D, .., Dt Dy, e
tal que cada tringulo AD,-, D, sea isésceles de base AD, , recta
puede hallarse como limite de la sucesién AD, para n = y es la

“primera” que no corta a CD, o seq, es paralelo a CD segin la
definicién de Gauss

El éngulo a que e o paralela con la vertical es el dngulo
de paralelismo.

Toda recta que forme con AC un éngulo menor G
a CD y es secante o no paralela a CD. Toda recta que forme c
ACltn gl eayor ey renee o narisriulcon o Sy L
Jsig CD y es no secante o paralela @ CD en el sentido euclideo.

éngulo de paralelismo es agudo o recto y depende de la longi-
el e AC.

Es decir, Vh:a = 1i(h) donde h es la longitud del segmento
ACY T o5l funcién que la vincula con 6l engelo de parlelismes En
el caso euclideo, por supuesto, la funcién IT es constante y a es recto.

Si h crece, el dngulo de paralelismo no crece, es decir
W >h =5 1) < k)
Puede probarse ademds que el paralelismo es una relacién simé-

trica y que si dos rectas son poralelas o una tercera son paralelas
entre si.
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5. GEOMETRIA DE LOBATCHEFSKY

£l postulado hiperbélico de paralelismo establece la no unicidad
de la paralela a una recta por un punto exterior a lo mismo.

Utilizando este postulado y las conclusiones de la geometria abso-
luta puede probarse que existen solamente dos paralelos o una recta
por un punto exterior.

Es decir, existen dos rectos que pasan por A, forman con la ver-
tical AC dngulos agudos iguales y no cortan a CD y ademds todas las
rectos que pasan por A y son inferiores  los dngulos CAM o CAM'
cortan a la recta CD , mientras los rectas interiores al dngulo pp’ no
cortan o CD g

rectas p y p son las pemlelcs hiperbslicas o simplemente
i geometria de Lobatchefsky. Los rectas interiores o
MAM  son las rectas secantes y las oo o6 o Ios o sacantes
o pamlelas en el sentido euclideo.

En la geometria de Lobatchefsky no existen, por supuesto, figuras
distintos que sean semejantes, ya que la existencia de figuras seme-
jantes y no congruentes es equivalente a la unicidad de la paralela.

la geometria de Euclides, ol existir figuras no congruentes y
semejantes, las longitudes se miden con respecto a una unidad arbitra-
ria de medida y son, por lo tanto, “relativas"’. Los Gngulos, en cambio,
admiten umdad de medida “absoluta”, susceptible de definicién geo-
métrica, como es el éngulo recto o el ngulo de un radidn. Es decir,
en la geemgmu euclidea, los éngulos son “absolutos” pero las dis-
tancias no. En la geometria de Ushotchefoky, a cada éngalo de para-
lelismo corresponde una tnica distancia y entonces, tanto los Gngulos
como las distancios son absolutos. Lo mismo sucede en la geometria
eh‘pllco

1 caso hiperbélico, la funcion I que vincula Gngulos de para-
ez J itancios e astrictamente decraclente jes

W >h = ) < uth)
y ademés,

si h=> =, entonces Tith) > O



Algunas proposiciones de la geometria hiperblica son las si-
guientes

1) Los dngulos opuestos a la base en el cuadrilétero de Saccheri
n agudos.
2) En todo tridngulo, la suma de sus angulos interiores es menor

que un dngulo llano (la medida de la diferencia entre ambos
es el defecto esférico.)

En todo 1

@

éngulo, el defecto esférico es proporcional al érea

£

Dos triéngulos son semejantes si y sélo si son congruentes.

e

Dos rectas paralelas no son equidistantes.

i

Ningin cucdrildtero es rectdngulo,

DE LA GEOMETRIA HIPERBOLICA

ponde ahora probar la consistencio de la geometria de
Labutchelsky Para ello, resulta conveniente buscar un modelo en la
geometria_euclidea, cuyo compatibilidad puede demostrarse en la
forma indicada anteriormente.

El modelo siguiente es el de Henri Poincaré (1854-1912).
Interpretacién

punto: punto interior a un circulo 'undumenm( G
recta: diémetro del circulo fundamental, excluidos los extremos, o
arco de circunferencia perpendicular iebie C e interior

aw

s pertenen:
<o geometria euclidea
Paro interpretar Io relacién de congruencia entre segmentos y

entre éngulos es dar algune

y de orden tienen el mismo signifi-

=
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La longitud del “segmento AB sobre la “'recta” SR se define asi:

AR
AB I e | log. (ABRS)
o e Rl |

| B

Dos pares de puntos, o sea, dos segmentos, son congruentes si y
s6lo si sus longitudes son iguales.

El éngulo formado entre dos “rectas” hiperbdlicas es el dngulo
formado por sus tangentes en el vértice (si son circunferencias) y dos
éngulos son congruentes en el mismo sent la geometria euclidea.

Pueden probarse ahora los axiomas del plano.

Ejemplo
Axioma 1 de pertenencia:

Dos puntos distintos determinan una y sélo una recta.

En el modelo se debe demostrar que por dos puntos
cualesquiera, interiores ol circulo ¢, pasa una sola circunferencia
perpendiculor a G (o un solo diémetro de C)

0 O el centro del circulo fundamental, r su radio y A y B dos
o R4 kitekorsatol st

Ter. caso) A y B alineados con O

La demostracién es inmediata, pues el diémetro AB es la Gnica
recta que pasa por ambos.

2 caso) A y B no alineados con O



iy

o) existe una ci i al circulo que
pasa por Ay B

Sea A’ un punto de la semirrecta OA / OA - OA” = r*
La circunferencia 1 que pasa por A, B y A’ es perpendicular

9.G. En efect, seg Pl centro de dicho circunferencio 6P la corta
en los puntos C y

Por propiedades demostradas en la geometria de Euclides
=0A:OA'(1) = OC-0C" = (OP — PH) (OP + PH) =
= OP* — PH?

= 0P - P — OF% = Ot L HP o OFP rectinguls
enH = I G

b) la circunferencia perpendicular a G por A y B es tnico.
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Si existe otra circunferencia M’ perpendicular a (/ por Ay B,

OA corta a esa rcunferencio n un punto A" /4 1 M
e OH* (OH — MH) (OH + MH)
@

OA - OA”

De (1) y @
[ = OA OA'A F=0A - OA”] = A’ = A”
M es la misma ci M que, por

0seq, la
lo tanto, es Gnica.

Es interesante considerar, en este modelo de Poincaré, la validez
del postulado del paralelismo hiperbélico.

)
A

Sea P un punto del modelo y AB una recta qus no pasa por &
AC es una paralelo o AB (A o existe como punto en el modelo, pues
no es interior a (; como exige la interpretacién) y BD es la otra, yo
que separan las rectas secantes de las no secantes.

Para probar que todos los axiomas son proposiciones verdaderas
es necesario utilizar inversién en el plano.

e

i

Si A es un punto interior al circulo ( distinto del centro O, A"

es su inverso con respecto o (/i y sélo si AY€0A A OA - OA" = ¢,
donde O es el centro de  y es llamado el centro de inversién y r es
o

mocién en el plano puede probarse la fotalidad de los axiomas
hiperbdlicos
Si el circulo fundamental se reemplaza por una esfera, el modelo



de Poincaré para geometria planc de Lobatchefsky puede extenderse
@ lo misma en el espacio, con inferpretaciones odecuadas

Se obtienen también otros modelos para la geometria hiperbdlica
plong utiizondo recursos de geometria diferencil, n efecto, Beltrami
(1835-1900) demostrs que cuolquier superficie de cunvatura () con
tante y negativa puede utilizarse como plano para la geometria hlpu
bélca, Un e,empk, o constituye la geometria sobre la "ps
o “tractoi

S dofrine superficie se considera la curva plana conocida
con el nombre de “tractiiz” (), simétrica con respects. @ uno de los
ejes coordenados y que tiene al otro eje como asintota.

La pseudoesfera se obtiene haciendo girar la tractriz alrededor
de su asintota como eje de rotacion.

y

mo plano de

fimitado y los rectas hxperbolvcns son las geodésicas de = superficie,
o seq, las curvas de menor longitud que unen, sobre la superficie,
dos puntos de la misma.

Un inconveniente de esta superficie es que presenta una curva
singular, la circunferencia MM, pero Hilbert demostrd que no existe
en el espacio ordinario una superficie de curvatura negativa constante
que no presente singularidades. Esto implica que en dichas superfi-

urvatura de Gauss o simplemente curvatura de una superficie en un punto
Pevd o K donda I k" son as cuvtures plarce mxima y minma
en ¢l punto P de los secciones con planos normoles o la superficie. Lo curvatura

Siana ool rciprocs dol rodio dei circu osculodor y s formula iferenciol

Lo curvatura de Gouss do un plano o de una superficie desarrollable es nula.

() Si lo asintota es el eje do ordenadas, lo ecuccién del gréfico de lo trac-

1
donde k es constonte v o curvatura de la tractoide que engendro es — —-—
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cies sélo pueden verificarse los propiedades de la geometria hiper-
bélica que corresponden a regiones acotadas del plano.

7. GEOMETRIAS DE RIEMANN
19) Geometria esférica

Gomo s havisto anteriomente o geomatra et ocepta camo

postulado la no existencia de paralelas que corresponde a la hipé-
tess del éngulo obtuso e en el cunclétero e Secchen,
Algunas proposiciones de la geometria eliptica son vélidas en la

geometila esférca, o e e o g Wi kst ot esfacasy e

1) La suma de los dngulos interiores de un triéngulo es mayor
que dos rectos (la medida de la diferencia entre ambos es el
exceso esférico)

2) En todo tridngulo, el exceso esférico es proporcional al érea.
3) Dos tringulos son semefantes sy 56l o son congruentes (un
10 C 5 et et inade cerido 8 cormcen, Sis
éGngulos).
in modelo sencillo para. la geometria eliptica se puede obtener
mexlificando Somercments el primer pestulado ds Evclides. Se consi-
dera a la geometria esférica como una geometria no euclidiona donde
no existen las paralelo:
El postulado | modificado es
Do puntos distintos determinan por lo menos una recta”
Pora) hllch ol adelo ionado se puede .nurpmor punto
como punto de una e ks it frelly e
circunferencia méxima
ncillo verificar en este modelo los cuatro postulados de
Euclides con la modificacién introducida al primero.




on respecto al primer postulado, por propiedades de la geometria
de Eucl-des, dos puntos de uno superficie esférica deferminon una
circunferencia méxima. unferencia es Unica salvo que los dos

intos considerados sean extremos de un mismo didmetro, en cuyo
caso determinan infinitas circunferencias maximas.

Para el segundo postulado, la circunferencio no tiene extremos
aunque su longitud es finita. Ademés todos las “rectos” tienen la
misma longitud.

Los postulados 111 y IV son inmediatos.

En cuanto al postulado del paralelismo eliptico, no existen para-
lelos ya que cualquier par de “rectas” se cortan en dos puntos diame-
tralmente opuestos (antipodales).

29) Geometria_eliptica

Si re obtener un modelo para la geometria eliptica sin
alterar ¢l poshulado I, e decir, donde dos puntos determinen una
ety solomente una, hoy que’ modifcar lo interpretacién de punto
de la geometria esféri

Para ello basta cnns-dmr como punto_eliptico a todo par de
puntos diametralmente opuestos en la superficie esférica que reciben
el nombre de puntos antipodales o asociados.

Si P es un punto de la superficie esférica € , P es el par (P; P),
donde P es el ofro extremo del didmetro OP . Los puntos del plano
eliptico son los puntos P de lo superficie esférica € .

Si G es una circunferencia maxima de la superficie esférica, la

ecta eliptica G es el conjunto de los puntos P para los cuales P
e 0

Para interpretar congruencia debe considerarse como distancia
entre dos puntos A y B la longitud del menor de los arcos compren-
didos o Al A)y BloB).

lea de estudiar interpretaciones geor lanas sobre
superﬂmes o acord ool ek ok geodésncus de las mismos,
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se debe a Riemann, y las geometrias esférica y eliptica reciben gene.
ralmente el nombre de geometrias de Riemann.

El siguiente cuadro ofrece una sintesis de las principales diferen-
cias existentes entre las tres geometrias consideradas

parcbélica | hiperbélica | eliptica
(Geometria (Euclides) L (Riemann)
cuodrilatero de - .
e éng. recto | 6ng, ogudo | éng. obtuso
dos paralelas
paralela Gnica e infinitas [ ninguna
no_secontes
longitud de la recta infinito infinita finita
sumo de éngulosde |, |menor que | mayor que
un triéngulo e R dos rectos | dos rectos
trigngulos semejantes 1
e e existen no existen | no existen
rectangulos existen no existen | no existen
medida de segmentos | relativa obsoluta | absoluto
curvatura de Gaus
ms,nmf‘; S P begativa positiva
dos rectas perpendi-
lares o una poralelos no secantes | secantes
tercera son

Analizando el cuadro anterior, queda latente una pregunta: ¢cus
de los tres geometrios corresponde al espacio fisico

esto es desconocida. Si bien la geometria euclideo pa-
rece intuitivamente la Gnica admisible, las geometrias no euclidianos



responden mejor a ciertas teorias fisicas. En un estudio reciente, por
ejemplo, se llegé a la conclusin de que las propiedades del espacio
éptico corresponden a la geometria de Lobatchefsky y éste es s8lo uno
entre muchos casos similares.

Queda entonces planteada la duda. Més atn, si el espacio no es
euclideo, este hecho quedaria comp: , ol medir los éngulos
interiores de un triéngulo, la suma difiere de 7 y esa diferencia no
es imputable a errores de medicién. En cambio, si la suma es igual
a dos rectos, nunco podré comprobarse. Ninguna experiencia fisica
puede aseaurar esa precision tofal







CAPITULO XII

Geometria vectorial

1. DESARROLLO VECTORIAL DE LA GEOMETRIA

razones de espacio, no tiene la pretension de ser complet
general, puesto que esté restringido al espacio euclideo tridimensional,
aunque su extensién al espacio n-dimensional es natural y simple.
Con el estudio del espacio vectorial de las matrices columnas, y
en funcién de las dos leyes de composicién que lo caracterizan, se
introduce la geometria en el plano afin a través de algunas propieda-
des elementales, desde el punto de vista vectorial.
partir de la geometria afin y en funcién del producto escalar o
interno, se define el concepto de distancia y de perpendicularidad, con
el objeto de adjuntar una métrica en el plano euclideo. Finalmente
se proponen las demostraciones de algunas propiedades usuales de la
geometria métrica.

2. ESPACIO VECTORIAL DE MATRICES COLUMNAS
SOBRE EL CUERPO DE LOS REALES

Sean los intervalos naturales iniciales
s=10,2,3) e

Consideramos el producto cartesiono
Gxh = ((0;1,2;1,6; 1)

=N

Definicién.

Matriz del tipo 3 x 1 sobre el cuerpo fos reales, es toda

aplicacién de Iy x I, en R
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o de los opficaciones € X1 =R, & lix[i
SR Coloiir oo

o ke e

venimos en asignar como homélogo dé cada elemento (i ; ) € lax Iy ,

el ntimero real a;,

Desde un punto de vista gréfico, se tiene:

Identificamos la aplicacion o matriz f con el conjunto v
elementos son a1y, 6z, Oy, o necesariamente distintos. Por cor
dad, pora designar tal matriz se propane el simbol:

.
A=)
£
M el conjunto de todas los matrices del tipo 3 x | ; cada una
de !HOS zsta caracterizada por una terna ordenada de nimeros reales.
=

la siguiente ley de composicién interna, llamada
6 o el

an by o+ by
(E)-(b )i
o by o+ by
Seatn se ha visto en el opitlo cortesponionte  leyes de com-
posicidn, se trata de una aplicacién de M x
Definimos también una ley de composicién externa, llamada
producto escalar de un nimero real por una matriz.

kay
KA kea )
kag

Esta ley externa es una aplicacion de R x M en M

Con estos definiciones, el conjunto M adquiere estructura de
espacio vectorial sobre el cuerpo de los reales, ya que se verifican los
axiomas que o caracterizan. Por consiguiente, la cuaterna (M. R,
4+, ) es un R espacio vectorial



Cada elemento de M, es decir, cualquier matriz 3x 1 es un
ector.

o
El vector nulo es 0 = ( o )
0

x —x
1 vector opuesto del ( v ) e ( = )
z -z

Una interpretacion de este espacio es el conjunto de los vectores
del espacio euclideo tridimensional aplicados en el origen del sistema
de referencia. Los nimeros x, y, z se lloman coordenadas o compo-
nentes del vector. Andlogamente, con los mismas definiciones, el
conjunto de las matrices 2 x | es un espacio vectorial sobre el cuerpo
de los reales; cada vector del plano euclideo esté representado por
T
una matriz (5

3. DEPENDENCIA LINEAL DE VECTORES EN EL PLANO

Sabemos que dos vectores A y B son linealmente independientes,
sty slosi o dnica combinacién lineal d los misos que engendra cl
vector nulo es la trivial. Es deci

ki A4k B =0 sdloseverificapora ki =ks=0
or ofra parte, los vectores A y B son linealmente dependientes
sy sélu si existen escolares no simulténeamente nulos, fols que se
o combinacign inel anterce En este coso, uno de e vec:
1004 5 i dtiolo del of
yB iecieste dependlen'es, entonces por definicién,
existen !s:c!mes k; y k. toles que

kA4 kB =0 siendo ki?+ ks® o O

Si ks # 0, se tiene.

ky
B=-—" AosaB=kA
El teorema reciproco también se verifica.

Interesa _determinar una condicién analitica de dependencia
lineal. Sean entonces los vectores no nulos A y B., linealmente depen-
dientes, es decir

8

Con la notacién matricial se tiene

()=x()=(%)

k A siendo k=0
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Por defincion de iguoldad resuito: { 3% = |

relociones que aseguran la anulacién del determinante |" *\pcr te-
rer dos columes proporcionaes;, cuendo teng st arfmétco
podré ostnbwse o

to condicién analitica es también suficiente, y por lo tanto
valen los equivalencias:

Ay B linealmente dependientes &> = = L & |X "I =0
x ¥ Y
Ay B linealmente independientes <> . & L "] %0
T i

4. BASE CANONICA EN R:

Sean los vectores del plano

L 5o

~()  o=(0)

Son linealmente independientes, puesto que el determinante

“, 9] =1 # 0, de acuerdo con lo condicién anlitica

anterior. Para que el por o bivector |, J constituya una base, cdemés

de ser un conjunto linealmente independiente, debe verificarse que
Vector del plano pusde expresarse como tna combinacién lineal

de los. mismos.

En efecto:
Sea un vector genérico A = ( ;‘ )

por definicién de adicién se tiene

=(3) « (9)

y por definicién de producto por un escalar:
1 0
a=xil(s) (1)

A=x-l4y ) O

Es decir.



a base I, J se lloma canénica, y la forma (1) del vector A recibe
A descomposicion condr

Al y)

5. CAMBIO DE BASE EN R:

Demostramos la siguiente proposicién:
Dos vectares lincalmente independientes del plano constituyen
una base.

Sean los vectores U y V. linealmente independientes y en lo
forma canénica:
o = al +bJ
{vz

ol +b)
Siendo, por hipétesis, un conjunto linealménte independiente, se
verifica la condicién
a

i @

a

Para probar que todo vector del plano. puede proponerse como comb.
nocién lineal de U'y V, es preciso determinar | y J en funcién de
aquéllos.

Resolvemos el sistema (1) respecto de | y J; se trata de un
sistema crameriano con solucién dnica de acuerdo con (2).

Asi

U — bV

Luego
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O bien:

ey
T
e oy
s T2

Sintetizando la nofacién, resulta
1= kU
1 { )= k,'ut-kﬁ:{v
Sea ahora un vector genérico del plano en la forma candnica:
A=xityl @
De (3) y (4) se tiene
A = x U+ kV) 4y (kU + k)V
Es decir:
A= Gckiby kU G ket y k)Y,
Esto prueba que el par U, V constituye una base por el solo hecho

de ser vectores linealmente independientes. Llamando x', y’ a los com-
ponentes de A respecto de la base U, V, resulta

A= xU+yV
Los férmulas relativas ol cambio de base son:

b
Y = keixtkity

siendo x ¢ y las componentes de A segin la bose candnica, y ademds
(e
3 3

o
=-Tik=1

Férmulas en los que @ , b, oy b son las componentes canénicas de los
vectores Uy V, linealmente independientes.

De acuerdo con lo que antecede, se puede probar fécilmente que
los definiciones de adicion de vectores y de producto de un escalar
por un vector, asi como también la dependencia e independencia lineal,
Son intrinsecas, es decir, independientes de la base elegida

6. GEOMETRIA EN EL PLANO AFIN

Definicién

Punto es todo par ordenado de nimeros reales



Definicién

Plano afin propio R* es el conjunto de todos los pares ordenados
de mimeros reales.

Definicién
Vector fijo AB es el par ordenado (A ; B), de los puntos Ay B.
A es el origen del vector y B se llama extremo.
Definicién

Dados dos puntos Alx, ; yi) y Blx: ; y.), se llaman coordenadas
o componentes canénicas del vector fijo AB, a los nimeros

reales x; —x; € y:—y1

Definicién

Dos vectores fijos son equipolentes, i y sdlo si tienen las
mas coordenadas o componentes.

La relacién asi definida satisface los oxiomas: reflexivo, simétrico
¥ transitivo; por es de ueda i

entonces una particion del conjunto de los vectores fijos del plano
en clases de equivalencia, cada una de las cuales se lloma vector libre.

Definicién
Vector libre del plano R es toda clase de equivalencia determi-

n de equipolencia en el conjunto de los vec-
tores fijos del plano.

En otras palabras: vector libre v, es el conjunto de tados los vec-

tores equipolentes a v. El conjunto cociente asociado a dicha relacién
es el conjunto de todos los vectores libres del plano. Podemos elegir

representante de cada clase de equivalencio, al vector aplicado

en el origen del sistema de referencia (en tal coso denotamos c
por la letra correspondiente dl extremo) y de este modo, el

conjunto de los vectores libres del plano se puede identificar con el

conjunto M de las matrices 2x 1. En consecuencio, tol conjunto de
vectores libres adquiere estructura de espacio vectorial sobre el
cuerpo de los nimeros reales.
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La recta en of plano

Sean ¢l punto P, y el vector libre (no nulo) A = pl % aJ. El por
Py ; A) def

univocomente o la recta r. En efecto

YX €r se tiene!

= R+PR ()
€1 vector libre A puede conside-
rarse sobre la recta r.

Como PiX y A son linealmente
dependientes, se verifica:

tA @
siendo t un nimero real.
De (1) y (2 resulta:

Lo relacién (3) es lo ecuacién vectorial paramétrico de lo rects
determinada por un punto y una direccién. Para todo 1€R, reita
v

El vector A se llama vector director de la recto, y (t-A} es el con-
junto de los vectores directores de r .

En particular: cuando t =0, X se identifica con Ps.

Expresando (3) mediante la descomposicion candnica, podemos
obtener los ecuaciones cortesianas paramétricas de lo recta. En
efecto, sean:

X = xltyl
B Ky
A=pl+al

se tiene asi:

X Ey) = x4y £t o))
asociondo respecto de |y J

Xyl = (x4 toll + Gy + ta)
y por definicién de igualdod de vectores:

x= %t
Wi T i



Las relociones (4), constituyen los ecuaciones cartesianas paramé-
tri¢as de lo vecta.

Eliminandd f éntre ombss, résdita

I o
a

b
que es o ‘scuacién cartesiana de la recta determinada por un punto y
una direceién.

Segmento_orientado
r Sean los puntos distintos A y B.
La ecuacién vectorial de la recta
que determinan es:
X = A+t AB
= 0 entonces X se idenifico con A
Paro t = 1 se obtiene el punto B

Definicién

s-.mm o b e LA S
skl o et g
uu-l-io 1.

Rectas paralelas
Deinicién

'Dos rectas son ,“I-l-. si y sl si admiten el mismo con-
junto de vectcres di

¥ ¥, cuyos conjuntos de vectores directores son, respecti-
vumtnn C y C’ Entonces:

o ey CAC
Lo felacién de paralelisiio 8si'détinida es reflexiva, simétrica y
va. Cada close de equivalentia assciada recibe el nombre de

o punto impropio, el cual queda representado eventucimente
For un vector del plano.

Se verifica el postulado V de Euclldes En efecto
wong
Sean ol punto Py 3 1a recta cuva ecuasiines
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X = Pyt A, tales que P @1

Consideramos ahora la recta que
pasa por Py y cuya direccién es la

A de As

¢oX = Pott-A
Resulto ' /'t pues ambos admiten el mismo conjunto de vec-
tores dhractorst, Ademés ¢ es Gnics pues et determinada por U

punto P, y el vector A

Definicién
Plano afin es la unién de R* y el conjunto de todas las direc-
ciones.

Nota: Aunque no es el propésito de este capitulo, aclaramos
que con las nociones dadas y definiciones convenientes, pueden estu-
diarse las transformaciones usucles de lo geometria afin desde un
punto de vista analitico vectorial

7. GEOMETRIA METRICA W(HDIAH&H EL PLANO

Interes introducir una métrica en el plano, para lo cual es ne-

cesario llegar a los conceptos de distancia entre pares e puntos, y de

perpendicularidod

Definicion iy
Producto escalar o interno én el espaci es toda
aplicacion de VxV en R, tol que @ coda par P
A +v)y A’ — X1 4+yJ, le hace corresponds
mero real xx -+ yy’

el ni-

La notacion que utilizaremos es

A& = Xty
Es decir: el producto escalar de dos vectores es la suma de los
productos de las componentes homonimas

Propiedades del producto _escalar

Con la definicién dada de producto interno, es posible demostrar
las siguientes proposiciones:



@) El producto escalar es conmutativo.
En efecto

R A =Xty =xxtyy=A A
b) El producto escalar es distributivo respecto de lo suma de
vectores.
A B+0 =AB+AC
©) Es osociativo respecto de la ley externa.
VKER es: KA) B = k(A B) = A (kB)

roducto escalar de un vector por si mismo, es decir, su

d B
cur no negative

VA, se tiene
A=A A=x+y>0

©) El cuadrado de un vecto

cero si y s6lo si es el vector nulo.

At=0e&s A=0

f) Productos notables.

Norma_y médulo_de un vector

o) Definicién: Norma de un vector A es el producto escolar de

dicho vector por si mismo.

NA) = A A = A
Reslta entonces N(A) = x4+ y*

b) Definiciéy
no negati

1;\=+‘/~(Zy=+ﬁ:+\/ +

6dulo o longitud de un vector es la roiz cuadrada
su norma.
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<) El médulo del producto de um cscalar por un-vector’ os | l'uI
al médulo del escalar por el médulo del vector.

En efecto:

1Al = [Va-Ar| = \/v A’

d) El médulo de todo vector es no nlgnno. h‘aﬁ’n’, slo i
e vector es nulo.

En simbolos

3 of 5b otmagn oigeine
Al >0r(A|=0& A=0
La demostracién es simple y queda o cargo del lector

by

Desigualdad de Schwarz
Bl médulo de un producto escolor 3 menor o igual que el
producto de los médulos.

Se trata de probor que
|A-Bl<|Al1B)
Partimos de la identidod de Logrange: A
(2 4 y3) (x* 4 y?) — (xx’ +Yy1‘*(x}/—xy)‘ m
la que se verifica desarrollando las ooewcnms
De (1) resulta:
O 4 y) (% 4y — (od +yy)* = 0 (ZZ

1hsY 28 5 o
Expresomos la (2) en términos de producto escalarr

[Rp o EpLrRngp e Lyponiaisd

= |Ap-1Bp > A Bp
y como las bases son no negativas
1Al > (A8l =
e b3 utigmel 6 ol sa
= (A B <AL .
Lo igualdod se cumple cuando el segundo miembro- e (1) vale
cero. v en tol caso los vectores son linealmente dependientes.



Médulo de lo suma
ﬂm“uhhhnmhl—n«m-nwol’ulw-k

suma de los
Por lo desiguoldad de Schwarz, sabemos que:
|98 < TAT 18]
por propiedod de los mddulos de nimeros reales
—|A|-|B| <A-B<|A|-|B]
Teniendo en cuenta la Gltima desigualdad, vale la reloién
2URE 7 K< fef M
Efectuemos chora el cuodrodo del médulo de la sumo, que se
identifica con su cuad
B = A 4B +2A B

A+Bl = A4Br
Y teniendo en cuenta la misma identificacién del cuodrodo de
su médulo, tenemos

un vector con el cuodrado
(A4 B = @
Sumando (1) y (2), luego de cancelar, nos quedo:
|A+Bp < [Ap+[BF+2(A) (B

Al BE 2R B

Es decir:
|A+BE < (A |+ (B
Lo cual implica
[R+81 <A+

Distancia y congruencia de segmentos
Defileidy
Distancia entre dos puntos A y B es el médulo del vector AB.

=+ VX =Y =y

dAB) = [AB| = |B—A| =

Notacién:
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demuestra que esta definicién satisface los propiedades que
<orocterizan o todo espacio métrico, es decir

o) La distancio es positive o nula
dAB) > 0
b) Es simétrica
dAB) = d(BA)
<) Vale lo propiedad triangular
d(AB) + d(BC) > d(AC)

Definicién

Dos segmentos AB y CD son congruentes si y sélo si
d(AB) = d(CD)

AB = CD &> d(AB) = d(CD)

Vectores ortogonales y bases ortonormales

Definicién
Dos vectores no nulos son ortogonales, si y sélo si su producto
escalar es cero.

AlBeoAB=0
Resulta entonces que la condicién analitica de ortogonalidad es
la anulacién de la suma de los productos de sus componentes homo-
nimas, es decir
ALB& Xty =

Definicién
Una base es ortonormal si y slo si los vectores que lo constitu-
yen tienen médulo | y son ortog

(U; V) es base ortonormal & |U|= |V |=

=

Corolario

Los vectores de lo base canénica constituyen un sistema ortonor-
mal



Propiedad

El producto escalar, y en consecuencia la distancia entre pa
depuntos y la ortogonalidad, son intrinsecos, e decir, nde.
pendientes de la base ortonormal clegida.

Sean los vectores A=xity)
B=xl+y)
respecto de Id bose ortonormal (I, J), se tiene:

&y 4y = ¢y ()

Consideremos ahora la descomposicién de los mismos vectores.
respecto de otra base ortonormal (U, V):

A= oUtby
B=aUtbV
Por definicion del producto escalar, se tiene:
(U4 bY) - @U + bY) = oo’ +bb ()
Al ser Las bases ortonormales, se demuestra la igualdad numérica
(15,2 e et i il s e P ot

Teorema de Pitdgoras

a
Sea ABC rectangulo en A
Por suma de vectores, es
AC = AB4+BC
Luego

=8¢
En consecuencia

BC: =AC: + AB — 2AC AB

E1 doble producto es cero pues AC y AB son ortogonales.
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Resulta entonces
BT = [AC|+ [ABJ
Es. decir
o= bt g
Base media del fridngelc
Para probar que MN es paralela

alo base AC lgual a su mited,
basta demostra

M =
27:.'
Por suma de vectores, es

S MR = MA+AC+TN M)
Siendo M y N puntos medios de BA y CB, podemos escribir

= —BA+?+—CB —TC’+ T+

M = A_c’+.2_6' por odicién de vectores
W =R - AT
MR = 2R como queriomos.

Las diogonales de un rombo son perpendiculares

8 Siendo ABCD un rombo, se tiene:
[A8| = [&C|
A, y W= A8

/-~ Pora probar el teorema, analizamos el pro-
ducto escolor:

\ B = B0 B4 T =
248 = BC+AB) {6C — AB) — BC: — AB* = [BC[P— [ABP




o anulacién del producto escalor prueba lo perpendicularidad de las
diagonales ACy BD -

Teorema_de las tres perpendicolares

Sean AO L %, OM Uz, OM L r
v U un vector director de r C x
En estas condiciones, debemos
probar que r L AM.
Para ello, consideramos el pro-
ducto escalar:
M-V =TR+0M T =
A V+OM U = 0
por hipétesis.
Resulta:

AT = AMLr

Angolo de des vectores no nulos

Seglin lo desigualdad de Schwarz, es

X3 <IX11¥
O sea . 1
S ERNMEE S S IR
Luego
X-¥
<
1X1-191

Lo doble acotacién de la fraccién nos permite definir como
éngulo © de los vectores X e Y, o aquél que cumple las siguientes
condiciones:

19 0<6<=
= oo
1%1-1¥1

Resulta entonces, ia siguiente expresién para el producto escalar:

R =R ¥ cs0 249
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CAPITULO Xl

Polinomios

Los polinomios en x cuyos coefi son nimeros reales, tienen
extraordinario lmhmw.mml
G-umbmmull-m\ polinomios en una variable. En realidod,
bre de varioble debe reservor mpcm.lcmd-laﬁmdév\
po"uﬁmkuylul pollnenumonx-d-l mpollmnlmmvnn

o s A e T e e
formal.

Tradicionalmente, la expresién siguiente representa un polinomio
icientes pertenecientes al cuerpo de

Pl = 443 404 VI (1)
Esta expresion puede interpretarse_correctamente par definir
un polinomio si se tiene en cuenta que los signos + no
necesariomente una suma ser
bolos cualesquiera. Ademés X', x',....,x"
potencias de x sino los lugares que los (onﬂcv-mn o(upan en uno
sucesién infinita de enteros no S0, 12430
Es decir, el polinomio p(x) puede u\dlmrse de cualqullra de las
formas siguientes:
px) = (4x'; 3xt; Ox? ; V)
PO = (4o ; 3x;; Oxe ; V/2x0)
p=4;3;0;VD
La notacién (1) es la més utilizoda y

puede demostrarse que las
operaciones indicados con los simbolos de adicion, multiplicacién y
o dichas




Teniendo en cuenta los conceptos anteriores, se puede dar la
siguiente definicién formal de polinomio en una indeterminada sobre
un cuerpo.

Definicidn

Si A es un cuerpo, se floma polinomis en una indeterminada
re A, a toda sucesion de clementos yos términos
son nulos a partir de un indice de la sucesién en adelante.

Es decir,

sia = (0,010 ..,0,0,0...)A0,€Aparai=0

entonces a es polinomio en una indeterminada sobre A.

Asi como en la expresién anterior se defini polinomio sobre un
carpo ol conlito| A puade ser. tro st clolalern con dos
ion

es, como anillo, anillo conmutativo, dominio de integridad,
etcham

El mayor de los indices de la sucesién que corresponde a un
elemento no nulo de A se llama grado del polinomio. En el ejemplo

antutior. o] grado del polincmio s . se Indice or. o
Los términos o, se llaman coeficientes del polinomio y el coefi-
ciente g, es el término independiente o constante. Si existe un solo
coeficiente que no es nulo, el polinomio recibe el nombre especial de
‘monomio.

Ejemplo:
= (0.0, -2 000,05
0'sea, si 0% 0 A = 0 Vish, entonces m es un mono-

coof son nulos o sea neutros para la adicién
definida ot o e e
mente Hulo'o nllnomh nulo y se conviene que dicho pollnnmm no

jo. Se lo designa directomente con el simbolo 0" 0

1. ESPACIO VECTORIAL DE POLINOMIOS

Igualdad de_polinomios

Sean a'y b dos polinomios en una indeterminada sobre el mismo
cuerpo C.

o= (0y,01,0,...,0,0,0,..) b=(by,by,...,5,0,0,.)
254 Lo igualdad de polinomios es la relacién de identidad. Es decir, dos




polinomios son iguales si y sélo si sus coeficientes son iguales.
b&e Yito, = b

sia=b, entonces gr. a=gr. b

Adicién de _polinomios

o

Consecuenc

Si C es el cuerpo sobre el cual se ha definido un conjunto_de
polinomios, este conjunto de polinomios se designa C(d. En C0)
Pueden establecerse eves dacomponicéninisre o s ataalied
operadores de otro conjunt
D 1o s oo prrmara ley de composicén Inferna
entre polinomios:

al pol coeficientes se obtienen

Dndol dos pollnemlbl a y b sobre C se llama suma da lul mis-
linomio
Vi

el s il
0 sea,
o (G, G1,vv-,0n,-0m,0,..)
b= (b, bi,....b,....,0n,0,..0
¢=o0+b=1(a+bs,0+bi,....04b,....,04+b,,0,..)

Puede demostrarse facilmente que la operacién asi definida es
conmutativa y asociativa y que el elemento neutro es el polinomio
nulo

Carla polioric el edermds Srepacto de la adicién, un ele-
mento simétrico u

En efecto, el polmcmla a, admite como opuesto el polinomio
).

Por lo tanto, respecto de la adicién, el conjunto C(x) de polinomios
sobre el cuerpo C tiene estructura de grupo conmutativo.

Si C es solamente un anillo, en lugar de un cuerpo, las demostra-
ciones indicadas también son validas

Para el grado del polinomio suma son vélidas las siguientes con-
sideraciones:

—a = (~G,~0,~0s,...., 0,0,

19) si gr.a > gr.b, entonces gr.(a+b) = gr.a

29 sigra=grbAatbw0,
4 bu%0 = gr.(a+b=gra
'"’“"‘”{u.m.,u = grla4b <gra

En ambos casos, gr. (a+b) < méximo [gr. a , gr. b

255



256

Multiplicacién por elementos do C
Definicién
Si o es un polinomio sobre C y a €C, entonces
a0 = (agy, a0y, ..., a0, 2 )

Es 1 producto li uyos coeficientes se
enen i e A it s ffe por cada coeficiente de a.

Puede demostrarse en forma sencilla que si a y B son elementos
de C, entonces:

ala+b) = ao+ab
(a+Bla = aa+Ba
alpa) = (aPla

Por lo tanto, estg multiplicacién escaar de un polinomio por un
elemento del cuerpo C, considerada como ley extera en el conjunto
€6 con opersdorés en'C, y la adicién ds polinomios como ley interna
en el conjunto C(x), confiéren ol conjunto de polinomios Cx) estructura
espacio vectorial sobre el cuerpo C de los coeficientes.
Si se consideran, en especial, los siguientes polinomios de C(x):

HA= R0 S0 )
x =(0,1,0,.. )

x%=1(0,0,.
donde los coeficientes son todos nulos menos el correspondiente al

indice de x, que es la unidad del conjunto C, resulta que x, tiene
grado 0, x, grado 1, x: grado 2,

Todo polinomio a = (a , &1, 0 @,0,0,
deroras como Simade prodches de escalarss por o

% =(@,0,0,.....

puede cons
, es decir:




y por definicién de adicién de polinomios
Qoxo + 01X+ OaFa oL Gk = (@0, 01, 03 ee Gae )
0 sea,
0 = apxe+ 0xi + - ..+ OXe
Por convencin, x, puede designarse x* , entendiendo que, hasta
ahora, x* es un simbolo donde x y n no pueden separarse.
o poner en evidencia el simbolismo con que se designa o la
indeterminada, el polinomio suele indicarse:
() = G+ arx! 4. ... + 0", como se sefal6 al comienzo
del capitulo.
2. PRODUCTO DE POLINOMIOS
Definicién
Sia v b son dos polinamios sobre C, se llama producto do los
omio

mismos al cuyos coeficientes de la
siguiente m-m-

Viici = aubi+ aibis + s+ ... 4 aby

O seq el coeficiente de x! en c es la suma de todos los productos
posibles de la forma ab, donde s +r = i
Si al) = X! ot ...+ ™
b(x) = by’ +bix! 4. ... + bux",
entonces c(x) = a(x)b(x) = (aubu)x’ + (auby + arbax' + . ... +
+ (adbi + @b + ... + abolxi +
+ (auba)x™*®

3. ANILLO DE POLINOMIOS

Sea Alx) el conjunto de polinomios en x sobre el anillo conmu-
tativo y unitario A. Si en A() se definen adicién y multiplicacién
entre polinomios de acuerdo con las indicaciones anteriores, se veri-
fican varias propiedades interesantes. Daremos una idea sobre la
demostracién de algunas de ellas.

Teorema 1

Si A es un anillo conmutativo y unitario, entonces el conjunto
A() de polinomios sobre A es también anillo conmutativo y
unitario.
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Ya se ha indicado que A() es Un grupo conmutativo con respecto
6 Io adicién. De lo misma forma elemental, baséndose en las propie-
dades del onillo A, puede proborse que o multiplicacién de poline-
i es conmattivo, asociativa y distributiva respecto de lo adicién
Ademés, si 1 es la unidad para la nen A, el pﬂlmomno
156"es o unidod pora lo mtiplicocién en AR

0 sea, Alx) es un anillo conmutativo y unitario.

3
2!
151

Teorema 2

et Alx) de polinomios sobre A contiene un subanillo iso-
morfo con A respecto de la adicion y multiplicacién.

Para_establecer el isomorfismo, se considera el conjunto
A A formadeo por los elemantos de AGx) del tipo ax’ / a €A
La aplicacion ox’ un isomorfismo entre A’ y A que
U cesiceart sl Yioeiciiion
En efecto,
X+ bx' = (a+blx' < 0 +b
a® bx' = (0 biX'«>a b
Este isomorfismo autoriza a identificar al polinomio ax’ con
slemento a de Ay, an especial, l polinomio 1 x* con el elemento i
e A

s aun, de acuerdo con consideraciones anteriores, el polinomio
1x! puede identificarse con lo indeterminada x ; el producto de los
polinomios 1x1 - 1 xi con », y en general, la indeterminada ' es la
potencia de exponente i de x

Teorema 3

Si A es un d integridad, y a(x) y b(x) son polinomios
no mules de A, emtonces gr. ) b1 = gr. ax) + . 502

Como ax) y b(x) no son idénticamente nulos, los dos tienen grado.
Sea gr.al) = m => 0. #0
y grbx) =n = b0
Por la definicién de multiplicacién de polinomios, el mayor grado
posible del producto es m -+ n 'y ademés gr. [a(x) - b(x)] < gr. ab) +
+gr. b(x)
Como 0, %0 A by 0 A A es dominio de integridad
Gu by 0 => gr.[ald bX)] = m+n

258 Esta propieded ton familiar ol producto tradicional de polino-



mios, segin la cual el grado del producto es la suma de los grados de
Ios factores, no es vélida si A no es domin
Por ejemplo, sea A el anillo de enteros mddulo 6 y a(2) y b(z) dos polino-
mios sobre A
(El anillo de enteros modulo 6 es el formado por el conjunto (0,1,2,3 .
|5} Lo dos operaciones dcion iRt oo & el
+ w3 3-5=15m3y

a(@) =243
b(z) = 5z + 22
() - b(x) = 4z 4 42 4 320 4 027
En este caso, gr {a(x) - b(x)] < gr.a(2) + gr. b(z)
En efecto,
gra@ =5
or.b(@)

G- b,
or.a(2) + gr. b(x)
or-[a2)  b(@®)] =6

4. EL PROCESO DE SUSTITUCION

Si alx) = ay+ ax +ay
sobre Ay s €A, se define

als) = 0u+ ais + as + +a.st

+ a.xt es un polinomio en x

Por lo tanto, als) € A esté asociodo con el elemento alx) € A(x)
y el elemento s € A
Puede establecerse la siguiente aplicacion:
VsE€A:alx) = als)
y puede probarse que: a(x) + b(x) = a(s) + bls)
alx) - b(x) = afs) - bis)
Eloloplcxienisiigmen homomorfismo entre A(x) y A Com
A

oo el toorona 2 Al AR e it e un ‘endomae.
Hime,

aplicacién definida plicacion de A(x) sobre A, ya que
coda elemento.o ds A es imagen del elemanto ax) de AG), perd no &
Inyective, pusy o8 el io verificocion de qus polinomios dtintes
pueden tener la misma imagen

Elempla sobre of svlo e lox enteros, o £ 2 012 =31 A B() =
a(x) #b(x) Aals) =

Por lo tanto, el homomorfismo definido no es un isomorfismo

Para finalizar esta introduccién a la teoria de polinomios, dare-
mos la siguiente definicién, que marca un comienzo para el estudio
de la tradicional teorfa de ecuaciones. 259
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Definicion
Si alx) € AG) Y wEA /ol ~ 0, entonces u es una raix del

polinomio a(x)
Obsérvese que en la expresion al) — 0, el segundo miembro
4 ol lemarto nilo de AL En cambio, s s bl trodiclovialmerts 0
resolver la ecuacion a(x) = 0, en esta expresion "0 es el polinomio
{Gacticaments il

Si A es un cuerpo, entonces un polinomio de grado n tiene a lo
sumo n raices distintas en A. Si A no se restringe @ un cuerpo, un
polinomio de grado n puede tener més de n raices

Ejemplo

Sea A el anllo de enteros modulo 0, ya considerado anterorments, ¥ ¢!
polnomio a(2) = 16—z  con coefcentes en

ude verioerse icimente e ete polisomio de sependa grado wimite
més de dos rafces distintos. En efecto, los mimeros 0.1,3 y 4 son raices del
polinomio a(z).



EJERCICIOS

1.— i A es un anillo conmutativo y unitario, verificar que el conjunto de poli-
‘nomios de A(z) cuyo término constante es nulo, es un subanillo de A(z).

St existe un homomorfismo entre los anillos A y B, verificar que existe

también un homomorfismo entre A(z) y B(z).
Relin)ie i el e euale e
e i § ads

4. Hllo s raioe e Ls sigentes polinomios sobre s strucures bnticndas
2(2) = 25+ sobre ol cuerpo de enéros midal & (51
s primo, el anillo de enteros mddulo n es un cuerpo.)
G(Z):’—xl—x+1 sobre Z
5.— Factorear sobre el cuerpo de los mimeros complejos:
m(z) =28 4 iz + 1
n(z)=2—2r+i
6.— Verificar que p(z) = 22 + % + 2 es primo sobre el cuerpo de enteros mé-
dulo 3.

868 p(2) = Gy + 0z + ... + 8,20 sobre 7. Probar que si s es una raiz de.
P(2), entonces s es divisor de a,,






CAPITULO XIV

Los sistemas de numeracion

1. LA NUMERACION

Para representar todas los palabras de un idioma basta recur
o un conjunto finito de simbolos grdficos convencionales: las letras
¥ a un conjunto de reglas que establece la gramética para combinar-
las y enlazarlas entre si, resultando impr’sdndnble que el alfabeto, o
conjunto por lo menos dos elemt
‘matem: presenm un problema vdermco cuundn se pre-

o RERE RS nimeros nafuroles, agravado olin por ser
Infinito e conjunto de l6s miimos. Demostraremos sin embargo, que
ol igual que on la graméfico, bestard slegir un conjunto fiito de
simbolos gréficos —a los que en este caso llamaremos cifras—
un conjunto de reglas que constituirén lo que desde ahora designa-
remos como sistema de numeracion.

El cardinal del conjunto de cifras —o la cantidad de cifras—
de un sistema se llama base del mismo y como en el coso del alfabeto
debe ser, por lo menos, igual o dos

Como tal conjunto de cifras es finito, es ordenable y en conse-
cuencia podemos suponerlo ordenado y considerar tales cifras en
orden, de modo de reconocer cudl es la primera, segunda, tercero, etc.

el menor nimero natural posible, se requerird la elecci
s Gnices simbolos o cifras y of conjunto, ordenado de. las mismas,

0,1

llaméndose sistema binario ol que depende de esa base.

por eI contrario se desea construir un sistema de n
de base dlez, s necesitord disponer de diex simboles. Se abtandrd as!
o conocido Sistema decimal, CLyo Conjunts Grdencdd de cifras es:

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9)

Para una base mayor que diez, doce por ejemplo, la” generacién
de un sistema duodetimel ~suponiénds que se quisran conservar fos



dl.l simbolos anteriores—
oceptamos como nuevas cifras los figuros A y #, el conjunto de
cifras del sistema duodecimal es

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,#)

xigiria crear otros dos simbolos més. Si

Con este crterio puede elegiss y considerar en forma ordenada
el conjunto de cifras de cualquier sistema de mumeracién. Para una
base genérica m, necesitaremos isponer de m simbolos

Consideremos chora el conjunto de los nimeros naturcles, N,
ordenado de menor o mayor y en el que suponemos incluido el nimero
cero como primer el.m-mo, Llamamos N. el subconjunto de N que

contiene los m \Gmeros natural
Es decir:
N = (cero, uno, dos, ... onterior ol emésimo, emésimo, si-
guiente del emésimo, ... }

= (cero, uno, dos, . .. anterior al emésimo}

Si llamamos S al conjunto de las m cifras elegidos paro originar
un sistema de numeracién dt base m, aceptando que tales
1.2, 0.0,

Sei=1{0);

A, 0,0)

re N, puede Lehpive oo ocin biyectiva ¢, segin
lo cuat 1 imagen de un clemento de N e esté ordenodo—— e
elemento de S,, que ocupa el mismo lugor. Resulta osi:

Hanterior ol emésimo) =

La oplicacién f es biyectiva y ademés conserva la relocién de

orden, lo que nos autoriza a convenir:
“Todo numero natural de N, —o sea todo nimero natural menor
que la base—, serd representado por el simbolo de Su que es su ima-

la aplicacién f
Es decir: desde ohora en adelonte en lugar de escribir primer
némero natural, segundo numero natural, etc., .s:nhlvlmes simple-
te 0, 1, etc.; pero insistimos que 0., 1, simbolos, figuras,
dlhujos Grbitrarios que representardn segin ‘acabaros, de convenir &
ros nimeros naturales. Estos son conceptos abstractos, oqué-
Tio simbalos concrotos que en consecuencio no son nimeros, Sino fan
s8lo su representacién convencional.

Con este planteo hemos resuelto una parte del problema que
compete o los sistemas de numeracion, yo que segin el mismo po-
264  demos representar con una cifra los nimeros menores que la base




elegido. Pm, (céme representaremos la base misma y los nimeros
mayores usando exclusivamente los m simbolos creados?

Parc respond!r a este interrogante, demostraremos el teoremo
siguiente, que suele llamarse:

Teorema fundamental de la_numeracién

Dados un base m de un sistema de numeracién = nimero
noture p_ cuslauiers, éste pued desariollarse belo
inomio y solamente uno, de m

™ iyos Couficientes son. mimerse naterales meacres que I
base.

H) pEN;mEN m > uno
) Plm) = uam® 4 Gyt +
et 4

+ u, + usm® 4 uim 4 uo /.
) Pm) = p
B Uy <M U <M <M UK m

©) P(m) es Gnico

D) Efectuemos la
ciente entero y uy el resto.
dn la ecuacién e inecuacion caracteristicas de la division

i6n entera entre p y m: sea G el co-

entera
P=qimtu A U<m m

Reiterando el procedimients, continuomos dividiendo cado nuevo
cociente entero por

@ =q mtu A u<m @
@ Q- m+u,Au<m @)

Como es m > I, resuta a1 <p i

decir los cocientes son decrecientes. En \ma dl 516n resulmrb m!env
ces G < m:
Gut = Qu M Uis A U <M/ G<m (o)
Y volviendo a dividir se obtendrd cociente nulo y resto us
e =0 mfu A w<m (41
Si ucnbvmos nuevnmeme la igualdad (1) y multiplicamos los de-
més por L mt, respectivamente:
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e

Gt *
Quemt =

Sumando y reduciendo términos semejantes:
P = Uoburmobussmt o Up U,

donde Uy , U, . . . u, son menores que m, segiin su significado de restos
¥ en consecuencia quedan demostrados los puntos a) y b) de la tesis.
Para probar I unicidad, supongamos que p puede expresarse por
otro_polinomio de las potencios de m, de coeficientes menores que
m. Sea ese otro polinomio:
Pim) = Wy U m b et L U m

0 sea:

P = Ui Ui mb U m L e m

con Wy, Ui, ..., Uk <m

Asociando, factoreando y conmutando:
Wit usrmf U mT) m U A Wa<m

Llamando q's a la expresion encerrada entre paréntesis:

P

P=0qim+tusA va<m,

= reai inecuacién que expreson que q'; es el (ocl.nle CHes de
lo i6n de p por m y Wy su resto. Y como la divisién e:
Crstceibn nifore

WVo=w y d\=aq

Reiterando el razonomiento con 'y , se obtendria:

U=
Y osi sucesivamente hasta
Uk = U

Con lo cual P/(m) y P(m) tienen todos los coeficientes iguales,
luego
P(m) = P(m) => P(m) es Gnico

Observacién

Un esquema elemental de las operaciones realizadas para flegar
a los resultados precedentes es la distribucién clésica de la division
entera, aplicada reiteradomente hasta obtener un cociente cero.



T e e e lo da. el subindice
de cada resto, si se ha partido

P m

rolario

Estre ol conunto N do los mimercs natursles y of conjunte
constitu s poliném ienen
aplicar, o faad
1 Smaraclin, asiste saspes wna @plation- Biyect

Ello iato, puesto que a cada nimero le corresponde un
amsorecio 4 po pouncmxcu, dnico respecto de m y reciprocamente o
cada polinomio en m le corresponde un nimero natural y slo uno,
pues tal forma polindmica es una com! n de sumas y productos
oo imeros naturales, que da por resultado oiro nimero. nafurol

Observacién

Una forma polinémica de las potencias de m:

P = U m U mt +urmtu

queda caracterizada de manera Gnico, por el conjunto de sus coefi-
cientes, polinomio formal segtn se ha visto en el capitulo anterior:

[Un U U Uy, o)

Conjunto para el que puede convénirse en expresarlo por lo escritura
sucesiva de los coeficientes, sin signos de separacién entre ellos

Ulaatiya . Uy

notacién puede designarse como expresion formal inversa de
la forma polinémica anterior.
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Corolario

Entre el conjunto de los nimeros naturales y el conjunto for-
mado por las expresiones formales inversas de las formas poli-
némicas de aquéllos para una base m, existe siempre una
oplicacién biyectiva.

llo es inmediato, pues existe una biyeccién entre los nimeros
¥ las formas polindmicas y cada una de éstas tiene su expresién formal
inversa, (nica, y reciprocamente:

fi fs
P Uy M Uy M U m o e U, iy =

= P U U

Resulta entonces que a cado nimero natural le corresponde una
expresion formal inversa y reciprocamente, respecto de una base de
numeracién m.

Esa expresién formal inversa esté constituida por nimeros na-
turales u, . . .., Uy , todos menores que la base, los que por el isomor-

simbolo que le corresponde en la expresién formal inversa, se obtiene
una sucesién de simbolos, que llamamos expresién cifrada del nimero
natural p en el sistema de numeracién de base m, resultando de
inmediato el siguiente:

Corolaric

como base de un sistema de
Folos para representa? fos . primors, ,
todo nimero natural tiene una expresién cifrada compuesta
exclusivamente por esos simbolos y reciprocament

Dedo un nimero patural m, mayor que uno, comsiderodo
i

De esta manera queda totalmente resuelto el problema de lo nu-
maracién y resporido sin excepciones, el nterrogarte planteado, pu-
diendo construirse tanfos sistemas de numeracién como se quier:
més que elegir una bose y tantos simbolos como indique la misma

8

Notacién

En el estudio general de los sistemos de numeracién y sus pro-
piedades se conviene en indicar la expresion cifrada de un nimero p
en un sistema de bose m, por ot mismos elementos us e

fabind n paréntesis abierto'y subra-

yando cada uno de ellos, con o que se indica que no se estd utilizando
el e s e sisels o ifra e 16 comeannde, oo, pora



facilitar los operaciones ulteriores, se iguala cada nimero natural p
con su expresion cifrada,

Luego si
¢
P Unthr . Uiy
se escribe la expresion cifrada de p:

P = Uslhr ... Ul

2. PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS DE

1. — Toda potencia enésima de la base se expresa por el uno
iAo s oS3 cmes aomis Jadlon &) cupintnte:

TEmRi=10/. %0

D) La expresién polindmica de m* es.
m = uno: m" 4 cerom* 4. ...+ cero: m+ cero
Luego lo expresién formal inversa es:
£
m* < Unocerocero . . .. cero
Y lo expresién cifroda:
m" = Unocerocero.. ... cerom
Y si el nimero uno tiene por simbolo: 1 y el nimero cero: 0,
resulta:
Il — La base de un sistema, en el mismo sistema se expresa
siempre por 10,
Tm=10

D) Es una simple consecuencia de la propiedad anterior para n = |
m =104
i se prefiere, puede obtenerse la expresién a través de las divi-
siones sucesivas:
m | m
ol |m S m= 10

1]o
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Observacién

El nimero que representamos por 10, no debe leerse diez,
salvo el dnico caso en que la base sea el natural oz s dltr g o]
sistema decimal.

111, — La expresién cifrada del producto de un nimero natural
P por una potencia natural k do la bt del sistem
e cgregando a la derecha do lo expresibn ¢
Fudaide P, ke

H p = uwu Uy ; m base ; KEN

T p-mk
D) Es:nbl!ndo la ‘om\n polinémica de P en base m:
P = Uy m U UMb
Multiplicando por mk:
oMb = Uy MR L
4 up o mE uy o m

cero. .. ce

Forma polinémica que se puede completar:

P = Uy g me

+uy i fug e m - cero mi 4 Y cero - m

donde los términos ogregados, de coeficientes cero, son k.

Luego por significado de expresion cifrada:
P mE = Ul Uy Uy cero. F. cerog
Observacion

Los propiedades , |1 y Iil, son a veces utilizadas para “demos-
ran s R do ket o et e e ot
traciones generales que se han desarrollado, culquiera sea m, eli-
minan esa supuesta venfam y por lo tanto el sistema decimal no
tiene razones para ser “mejor” que los construidos con otras boses.
Por el contrario, desde el punta de vista matemdtico, hybiera sido
preferible, para miltiples estudios, la eleccién de una bose que con-

tuviera més divisores, como por ejemplo el nimero doce.
La objecién formulada se refiere al sistema de numeracién de-

no es la de escribir los nimeros en base diez, sino la de que todos
los miiltiplos y submultiplos de las diferentes unidades se hallan vin-
cilion o potencias. netirales de dies. De consteuirss. un sistemd




de numaracién ducdecimal por sjemplo, o sisema de madidas debiera
utilizar las potencias naturales de para vincular militiplos y
submltiplos y en tal caso srfa tan seheillo yClrveck catolal sitermt
dtrico decimal.

robeblemente lo Gnica rozén valsdsra que justifica o subsis-
Ve 01 i S s e RN e
es que lo més antigua, y todavia en uso, mdquina de colcular, es
la construida con los dudcs de las dos manos.

3. OPERACIONES EN LOS SISTEMAS DE

emos los mecanismos operativos de la adicion y la
que las restantes operaciones no son

Analizare
mltiplicacién solamente, ya
més que consecuencia de ellas.

Adicién

Sean:
Vi Yo

Us Upet - Us Yot Y Vi Vi

yr, res

las expresiones cifradas en base m de dos nimeros naturales q
pectivaments. Se desea encontrar e e hadaster Il
, del nimero natural s = q
Escribamos las correspondientes formas polinémicas:
Q= U m U mt U m
= mE by mE b by mtve
donde n 2k . Supongamos n>k . Si n<k, en virtud de la
conmuta de la sumo, bastario hacer: s = q+ r
Sumando esas expresiones polinémices y reduciendo términos se-
mejantes:
Qtr=uomih ) mE
Vi) m e (o v

m

Y en consecuencia la expresion cifrada de s , es:
) (uo + Vo) m

5= U b))

De donde resulta la siguiente conclusion:

“La expresién cifrada de la suma de dos ntmeros naturales
expresados en un mismo numeracion tiene por cifras las
respectivas sumas de las cifras de igual ubicacién, contades de derecha
a izquierda”.

ieda asi justificado el cldsico mecanismo utilizado en el sistema
decimal —y que ahora resulta valido en cualquier sistema— de sumar
las cifros “encolumnados”, de derecha a izquierda
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Observacién

Los cifras u y v son menores que m, plm ol sumarlas, si to-
mamos por ejemplo s ¥ Vo , SU Suma
Utve 2 m

Si us+ve < m, existe en el sistema una cifra pora expresar
tal sur

Pero si uy+ve > m, no existe tal cifra unica. En tal caso:
Gtve=1-m+u dondeu <m
Reemplazando en (1):

Qb= uomt +(u.+v.) m+A
+l V) m -

qtr=u - m 4w mE 4
v D mtw

Sl v DY

Resultando Ia otra expresién clésica: S uo -+ v 65 mayor que m
(lo_ mismo paracualquier u‘+v‘) es igual 0 x-mu'; escribo
'y “me llevo a ” para la suma subsiguiente de la izquierda.

Si se desean sumar, en base diez, los nimeros representados por
1234 y 899, se tendrd:
1234 = 1108 42.10°43.10+4
v - 8.10049.104+9
12109 4 (248) 1034 (349) - 10+ (44 9)
12109 4 (248) 103 4 (3+9) - 104 (10 +3)
11094 (248) 10+ (3494 1) 1043
11094 (248) 10°4 (1043) - 1043
—1.10°4 (248) 1004110431043
=1.10°4 (248+1) 1004+ 3.104+3
11094 (104+1) 102431043
(L41) 10841102 43.1043
210941102 431043

1234 4 899 = 2133



Resultado al que se llega en la disposicién prdctica usual:

1234
+ 8

2133

Multiplicacién

Sin necesidod de detallar como antes cada paso un planteo st

milar nos lleva o la clésica disposicién operativa de la multi
Si
9= v
Y
r=vv
Q= wmtumtu
= vimtve
Luego:
p=q =l mi b meug b mtvo)

Uz cve M b (U2 Vo ur s va) mt
AU Vot e va) MU Ve
0 sea:

P o= (s i) (U v un - va) (U - Vo o Uo - vi) (U Vo)

Resultado que coincide con el famoso mecanismo “‘escalera”

q = Ut
v ive

Uz Vo Uy Vo o Ve

u.

Vi UV UtV

P o= (s v (s Voo U vi) (U Vo o - va) (o~ vo)

onde vale la misma observacion onterior si n\guno do los ot
meros representados entre paréntesis es mayor o igud

LAS DE ADICION Y MULTIPLICACION

Conociendo ya la disposicién préctica de las dos operaciones fun-
damentales es cémodo para el mecanismo operatorio construir las to
blas de tales operaciones, siquiendo el criterio expuesto en pag. 64
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Ter ndo en cuenta que si se trabaja en base m, la cifra méxima
con la que se debe operar corresponde @ m — 1, tendremos asi limi-
Bt a o o o ot

A titulo de ejemplo construiremos las tablas de adicién y multi-
plicacién en base seis, disponiendo entonces de los cifras ordenadas
0,1,2,3,4,5, que representan en ese orden a los nimeros meno-
res que seis, cifrandose este GIfimo 10 (i

Tabla de adicién

Disponemos las expresiones cifradas del cero al cinco en una
primera fila. Como segun s expresiones cifrados de los ni-
meros que resultan al sumar uno a cada uno de los anteriores y asi
Recordando el mecanismo

imero siete, como es el siguiente de
seis, es decir seis més_uno, se tendré 10+ 1 = 11

of1|2]|3]4]s5s
N N T B R
2|34 |s]wfn
345 ]w|u]
4l sfo|nfi2]|i3
slwofn (12134

Disponemos en la primera fila los nimeros del uno al cinco,
descartando el cero, pues su producto por cualquier nimero es cero.
Como segunda fill escribimos el duplo de la primera o sea

2F = MF41°F

lo que se calcula mediante lo tabla de adicién ya construida
Andlogamente la tercera fila se obtiene triplicendo lo 1%, o lo
que es lo mismo

3F = F42F

Y con idéntico criterio se obtienen la 4° y 5 filas
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4 [10] 2] 14
10 |13 ]2 |2
12 | 20 | 24 | 32

73 PN P8 Y

Samalos
ruidas las tablas y demastrados los mecanismos operatios, podemos
reaiar cusiier ool en of st de vise Sl
) Sea sumar: 1034 + 4542 + 355
Dispongames en columna y efectuemos:
1034 44245 = 1045 = 15 Se excibe 5 y posa 12 Cal.
442 1404445 A 4E = 12452
Queda 3y pasa 2
35 2404549

24543 =114+3 =1
Queda 4 y pasa 1
10435 1414440 =244 =10
b) Seamultiplicar 345123

345

123

T3 Ix5 =23 (3x4) +2=20+2 = 22;
@ +2=13+2=15

13 2x5 =M (@xd) 1= 1241 =13
@x3) +1=1041=11

345

53203

5. PASAJE ENTRE SISTEMAS

problema que nos propanemos anaizor s ¢l de encontra o
expresvén cifrada de un nimero en un sistema de base m, cuando
Se conoce su expresién cifrada en otra base n y. mpmnme ne.

Puesto que el sistema décimal es bien chriocido, asi como todas
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las operaciones en el mismo, desdobloremos el problema general
eenunciado, en los siguientes casos:

o) Pasaje del sistema decimal a ofro de base m
b) Pasaje de un sistema de base m ol decimal
©) Caso general: pasaje de bose m o base n.

@) Decimal o base m .

a fundamental nos da la solucién. En efecto, bastaré
realizar las divisiones reiteradas del nmero p dado, por m (operando
en bose

Los restos son las cifras de p en base m.
Ejemplo

Sea p = 10435 en base diez. Expresarlo en bose siete.

Luego:
10435 10 = 42265 e

b) Base m a decimal
Sea p =

. e
Luego:
P mbun b m e
Realizando todos las operaciones del segundo miembro en base
diez, se obtendré p en esa base, esto es, bastard :;Icular el valor
por su

numérico de la forma W\lmmr,u, cuando se
expresion en base di

Ejemplo
Sea p = 42265 .
P = AT 2XTE 4 2XTE X7 45 (e

= 9604 4686 + 98 + 42+ 5 g
b = 10435




<) Base m o base n
‘D' acuerdo con los casos resueltos bastard realizar los siguientes
es:

1. — Base m a bose diez.
2. - Base diez o base n .

Ejemplo

Seap = 42265 ,,,. Expresarlo en base seis.

L 42965 1y, = 10435y
2—

10435

6
1 1739 6

120111,

42265y, = 120111

De todo lo expuesto surge que el sistema de numeracién més sim-
ple es el de base mini g dos, para construir el cual se necesitan las
dos Gnicas cifras 0y 1

Las tablos de operacién se reducen sencillamente o:
140 =041=1
141 =10

1.1=1

Lo slementalidad operotaro  esa dnico altamativa 0
ha hech el sistema binario, pese al abundante nimero

i e Un nimero o muy gronde, sea de fundomentol
ap«mden an squipos siectronicos de Cémputes; donde. pueds m'rn—
irse una correspondencia entre 0 y | con circuito abierto y c:

, respectivomente

277



EJERCICIOS
1.— Verificar la adicion realizada en la pdg. 275 efectuando el pasaje al sis.
tema decimal.

2.— La misma cuestion para la multiplicacion de pdg. 275.

3.— Expresar en el sistema decimal los mimeros:

5.— Realizar el pasaje del ejercicio 4 sin utilizar el sistema decimal.

8.— Indicar si existe algin sistema de numeracién y en tal caso determinar
su base, en el cual:
3 x +13 o

7.— Construir las tablas de adicién y multiplicacidn en base cinco.

3,
8.— Estudiar la sustraccién en base cinco.

9.— Calcular en base cinco: = (a—b—c) -d, para
a=432 b=312 c=2dyd- 103

10.— dplicanao I apeatoia del sistema decimal, dedictr el meceaieno de la

wisidn en base



CAPITULO XV

Homotecia en el plano

1. DEFINICION Y PROPIEDADES ELEMENTALES

ién

Dado un punto fijo O y un nimero real k distinto de cero,
se llama homotecia de centro O y razén k a la transformacion
puntual que o todo punto M le hace corresponder otro punto
M tal que:

a) MEOM  b) OM" = k - OM
Notacién

La homotecia de centro O y razén k se indica: & (0, k)

Definicién

Dos figuras se llaman homotéticas si sus puntos se correspon-
den en una homotecia.

Ejemplos
&

H(0,2)  ABC = ABC /(0,-2) ABC = A'BC’
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Si k>0, la homotecia se dice positiva, En tal caso las semi-
rrectas OM y OM’ son del mismo sentido y M’ €OM .

Si k <0 la homotecia se dice negativa. En tal caso los semi-
rrectas OM y OM" son opuestas y M’ € OM .

Si k = 1 la homotecia se reduce a la identidad.

Si k = 1, lo homotecia equivale a una simetrio de centro O .

Corolario

Si |k |9 1 existe un solo punto unido, que es el centro O.
Es inmediato, por la definicién, que O es punto unido. En efecto:
si su homdlogo fuese O, debe verificarse 00' = k - 00 . Como 00
s un segmento nulo resulta OO’ segmento nulo y por lo tanto O’
coincide con O

Si M0, de OM = k mur.mqugi’lﬂz%“’
- OM’ — OM B
° M 7 Luego Tk=T] = OM

O sea MM’ = |k —1|-OM
~———— e Y.como [k %1,
[k—=1]0,

Es decir: MM no es nulo y por lo tanto M’ es distinto de M.

Luego el Gnico punto tnido es O .
Homotecia inversa

Dada la homotecia & (0, k) se verifica, para todo punto M,
que su transformado M’ €OM y que OM’ = k OM . Esto puede
expresarse diciendo que OM = - OM' " lo cual, junto con la con-
dicién anterior de alineamiento, indica que M es el transformado de

)

M’ en la homotecia & (0, ). Luego

la homotecia admite una transformacién reciproca, que es la
homotecia del mismo centro y de razén inversa.



Observacién

En Io que 'sigue consideraremos el coso general en que k es
distinto de 1.

2 DE RECTAS, Y SEGMENTOS.
Teorema
Toda recta se transforma por una homotecia en otra recta
parclela a olla.
H ABy G£(0,k
TGO,k AB = AB/AB JAB

D) Si KO,k A=A yHO,K-B=F,
se tiene, por definicién de homo-
Z tecia:

Por o tanto, por el reciproco del teorema de Tales, se cumple
que: AB’ // AB. Es necesario demostrar ahora que todo punto per-
teneciente o la recta AB se transforma por lo homotecia dada en un
punto VB

Sea PEAB y G (O, -P = P'. Luego:

F =k rome 2 =k
oP
Luego
oK _OP
OA oP

Por el reciproco citado, resulta: AP / AP. O sea AP’ // AB.
Por la unicidod de lo poralelo AP = A'B, o sea
PEAB
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Corolario

Si la recta dada pasa por el centro de homotecia, es unida.

fecto, doda la recto OA, < homéloga an lo homat
r los respectivos homdlogos d
o A’ de

recto determinada
O es punto unido y el homdloge
definiln de hometecia. Lusge O

Teorema

H AXy GO,k

1L.—k>0
2.— k<0
TH O,k AX = AX

1.—AX y AX' acordes
2.— AX y AX discordes

eslo
y de O. Pero

Apertenece s
OA”

Tods semierecs ¢ mnlhrmu Boens hometacialoe cte 8
iva I

s semirrectas homdls

loge
dol smisnio semtido'y $ 65 mmu, Son de santido cotvacts

D) 1.— k> 0. Porel teorema anterior, la recta AX se transforma
en una recta paralela. Luego los dos puntos homdlogos de los de AX

pertenecen a una recta paralela

X

.S 0,0 A=A, NEOR
por serk > 0
Si GO,k X = X, X €0X

Luego, como las rectas OX y OA
se cortan en O, cada una queda
dividida por dicho punto en dos
semirrectas opuestas y pertene-
clentes a semiplanos distintos
respecto a la otra recta

A
Asi DX pertenece a uno de los semiplanos con respecto a OA.

Si X' pertenece a OX, como se ha vist, X y X' estén en un mismo

Semiplano con respecto a O

Lu:ge AX y AX! pertenecen a un mismo semiplano con respecto
a la recta OA, que s idéntica a lo AA’ que une sus origenes y. como
SR i D el il e



2.— k< 0. Como en el caso anterior los homélogos de los
puntos de AX pertenecen a una recta AX' paralela a la primera.

——————————e SiIHO,0-X = X, OX y
A X son opuestozipodae RS 01

sea X y X' estén en semipla-
nos distintos con respecto a cual-
quier recta, como AA', que pase
por O y por lo tanto lo mismo
ocurre con AX y AX'. O sea:

AXy A% son discordes.

Corolario

Toda homotecia G (O, k) transforma a dos puntos cuales-
quiera Ay B en otros dos A" y B’ tales que AB’ = k - Al

Por definicién de segmento,
los puntos del AB pertenecen a
ABy a BA. Luego, por el teore-
ma anterior, sus homélogos per-
tenecen o A8 y a B'A" , homé-
logas, respectivamente, de las
anteriores. Es decir pertenecen
al A8’

Ademds AB // A8 por ser
rectas homologas en la. homo-
ecio.

Por otra parte

moteci
L2 paraislolpor AT OB orta o ABien © y por teorema de
Tales:

Pero
Luego:

y por lo tanto:
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Reclproco

Si uno transformacion puntual transforma dos puntos cuales-

quiera A y B en otros dos puntos A’ y B tales que AB y A'B’

sean paralelas y A8 — k - AB (k distinto de 1),

formacién es una homotecia de rozén k

Como AB y A'B” son paralelas, los cuatro puntos pertenecen o

SN oy ook 1o ke o rechaa ATy B bt Liago3e
cortan o son paralelas.

fuesen paralelas, resultaria A8’
de poralelos entre paralelas, o sea k = 1,

Por lo tanto AA’ y BB’ se cortan en un punto O .

A5, por s segmentcs
ra lo supuesto.

Por teorema de Tales K, es decir

oA 0B
OA' = k OA y OF = k- 0B
Como O, Ay A’ estén alineados, y también lo estén, O, B y
, resulto por definicién de homotecia:
Ay A son homblogos en & (O, K')
By B’ son homélogos en K (O, k')
Luego por el corolario onterior:

Pero por la H) A8 = k - AB
Luego k = K’ por unicidod de la razén entre dos contidades.
Es decir, la transformacién doda es la homotecia &4 (O, k)

3. TRANSFORMACION DE ANGULOS

Definicién
Se llama transformacién conforme a la que conserva los
dngulos.
decir, los éngulos homdlogos, o sea, formados por pares de
semirrectos respectivamente homologas, son congruentes.
Teorema

La homotecia es una transformacién conforme.



H 50,k AB = AB y 40,k AC = AT’

N
T) BAC = BAC’
D) Las semirrectas homologas en una homotecia son paralelas y del
mismo o distinto sentido segiin sea k =0, como se demostré ante-
riormente.  Luego:

~
BAC = B'A'C’ por tener sus lados respectivomente paralelos y
del mismo sentido o respectivamente paralelos y de sentido contrario.

Corolarios

L= Sl s rhcies fou Berpnaicilanee oes homélogas en una

ras pl o e trans-
/s on s Remsepachs femblia o

4. TRANSFORMACION DE CIRCUNFERENCIAS
Teorema

Toda homotecia C (0, k) transforma una nnunkunc- de
radio  en otra circunferencia de radio

H) CQ,n y A0,k

T KO < CQ,n CQ.m/r=k-r

D) Si S 0,k :Q = Q, tomando un punto M cualquiera de la
C(Q, ) sé tiene que:

HO,K-M=MyQl k - QM por teorema anterior
O sea @M =k
Es decir YMECQ, 1), lo
distancia de su homdl
Q s constante e igual o
k- . Luego por definicién
de circunferencia, los ho-
mélogos de los puntos de la
C(Q, ) pertenecen a una
circunferencia

cQ, N/ =kr

Si dos circunferencias son homélogas en una homoteci
respectivas fangentes en dos puntos homélogos son pml-l.
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H &% ©,k-CQ,n = CQ,r)

MECQ,n, y O,k M = M

t tangente a C(Q, ) en M

¥ tongente a C(Q', ) en M’
LRY2d
D) Por propiedad de la tangente @ una circunferencio

tiQMen M
homéloga en la homotecia debe pertenecer a M’ y
perpendlculuv a Q'M, pues la homotecia conserva la perpendlculorp
Glowe da.t eh s Hometscla 10,
Bor lo et € 1" poe bropledd de s rettos hemologns

Observacién
Dada una figura cualquiera y una homotecia siempre se puede
determinar Ia figura homoético de la deds, sin mds que aplicar lo
fin 6 homotecia. I problema inverso, por 1o, genersl no

Nene scfucién, B decir, dades dos figures no Existe necssariamente

tienen que cumplirse ciertas corudncnones esenciales de
alineamiento, paralelismo, proporcionalidad, et
Sin embargo, i las dos figuras son s

mpre. Es decir, dads dos circunferencias existe
Siemore i hamioterhs aus s vinclla
Precisamente, el objeto de los problemas siguientes es hailar esa

homatecia . dor a manera de encontrar su centro y determinar su
raz
"Pora ello debemos recordar qus, dado un ssgmento, exigte siem-
pre y es tnico el punto que lo divide aditiva o sustractivamente en una
razén dada, respe(hvam!n'e negativa o positiva.

Dadas dos circunferencias de igual
homotecia que transforme una de el

dio hallar, si existe, uno
la

Sean las circunferencias C(O , 1) y C(O", ) /¢ = r
Si existe una homotecia /i (Q, k) /& (Q, k) C(O, n = C(O', r),
debe ser:

¢ =|k|:r o'sea 3

B

Pere [1]. No puede ser k = 1, pues en
Sl 250 o oot exicil-o o jcitd, segin 3¢ ha Visto y por
286 lo tanto transformaria a cada circunferen si misma.




S e R s
o) n e lo C(O7, ) dabe s decir lo homotecia serd

Tomamos en C(O,r) un punto arbitrario P00’ y trazamos
en la ofra circunferencia el radio O'F de sentido contrario a OP y de
sostenes paralelos. La recta PP’ corta siempre al OO, en un punto Q.

omo los triéngulos OPQ y O'PQ’ son congruentes por segundo
criterio, resulta | OQ Q| y de signo contrario por ser Q inte-
rior ol 00", Es decir:

00 = -0Q
y como O, Q y O’ estdn alineados, resulta:

0" es homélogo de O en la homotecia G (Q, ~1).

Andlogamente |O'P’| = |OP | y de signo contrario por serlo
sus sentidos, es decir
OF = —OP , luego, por teorema anterior:

01 v P son homdiogos de O y P, respectivomente, en una hamo-
tec deroatn T Esachomotedla e por centyo Q5 pues:seat
HQ,~N-0=0

¥ 1o puede ser otro por la unicidad del punto que divide o 00 en la
rozon =

es homélogo de P en la homotecia & (Q, —1).

Si el punto considerado pertenece a OO/, como M, basta consi-
derar el radio M’ €00' y de sentido contrario al OM, es decir:

oM = -OM
Y repitiendo la ditima parte del razonamiento anterior, se tiene
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M’ es homélogo de M en la homotecia ¢ (Q, —1).

Luego existe la homotecia 6¢(Q, 1) que transforma  la circun-
Foremia 0,9 an'lo CO', 1/ ¢

Problema Il

Dadas dos circunferencias no concéntricas de distinto radio,
hallar, si existe, una homotecia que transforme una de ellas
en la otra.

Las circunferencias pueden ser exteriores, tangentes exterior o
interiormente, secantes o uno interior o o ofra. El procedimiento
para hallar la homotecia que las vincule, como se verd, es el mi
et e e o o openis om0
encuentren las circunferencias dadas.

Sean C(0, 1) y C(O', /) /OO y rr

Si_existe una homotecia “ (Q, k) / H(Q,k -CO,r =
= CO, ), debe ser:

Tomamos en C(O, r) un punto arbitraric P & 00’ y trazamos
A S b R e
OP . Luego uno de los radios, como el O'Py, es del mismo sentido que
0P, y ¢l ot es de sentido controrig

Los rectas PPy’ y PPy’ cortan a 00 en Q, y Qu, respectivamente,
toles que Q, es exmricr y Q. es interior ol 00’

Por teorema de Tales se tiene:




por ser 0'Q; y 0Q, del mismo sentido
Y como 0, 0"y Q; estén alineados, resulta:

L4
O es homélogo de O en la homotecia & ( Q. )
T

o

Pero también O'P; OP ; luego, por teorema anterior:

B

0"y Py’ son homélogos de O y P, respectivamente, en una homo-
tecia de razén k = —.
G
Esta homotecia tiene como centro o Q; pues segin vimos:

T
9 (@, )0 = 0y no puede ser otro por la unicidad del
A /4
punto que divide a 00’ en la razén k = — . Luego:
v

Py’ es homslogo de P en la homotecia &4 ( Q, :—)
Si el punto considerado pertenece a OO, como el M, basta con-
siderar el radio M €00 y del mismo sentido que OM . Resulta:
oW
oM

¢
- (razén positiva)
7

Lo cual signit 2
M es homélogo de M en la Sk ( Q‘.%)
Luego existe la homotecia &K ( Q. %) que transforma a la
€0, enla €O, )
Esta homotecia no es énica. En efecto, por teorema de Tales:

oQ Py

La razén es negativa por O'P y OP de distinto sentido. Luego:

v

OQ = ——0Q: y como 0, O’ y Q. estdn alineados, resulte:

O’oshnmblngodeOanlaEﬁ(Q,,,é)
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Siguiendo un razonamiento andlogo ol ya efectuado, se fiene
= v
Existe la homotecia & (Q:. o T) que transforma @ la
€O, en la CO, )
Problema Ill

Dadas dos circunferencias concéntricas hallar, si existe, una
homotecia que transforme una de ellas en la ot

Sean C(0,1) y C(O’, 7) tales que
=0 y r#T

Como en el caso anterior, si existe
4

lo homotecia, debe ser k

Tomamos un punto cualquiera P € C(O,r)
y trazamos la recta diametral que pase
por P.

Dicha recta corta @ C(O',r) en Py’ y.
P

Se tiene:

0 se0 Py’ s homélogo de P en lo homotecio 1 (

o
y P4 es homélogo de P en lo homotecia A ( 0, -= )

B ;
Luego: existen dos homatecias 1 (0, =) v i (0, = =)

que transforman a lo circunferencia C(O , 1) en lo C(C’ , ©).

Resumen de los tres casos

Dadas dos rcunferencios congrusrtes existe siempre una horo-
tecia negativa —1) que transforma una en la

Dadas dos mmmnc.as de distino rodio e e
cias, una negativa y ofra positiva, de razén igual, en valor absoluto,
al cociente de los radios.

Si los circunferencias son concéntricas, el centro de homotecia
coincide con el centro comiin de las circunferencias.




Si las circunferencias no son concéntricas, el centro de homoteci
pertenece @ la recta determinada por los centros de dichas circun-
ferencias.

Corolario

Si dos circunferencias admiten tangentes interiores comunes,
stas cortan  la recta de los centros en el centro de la homo-
tecia negativa. Si existen tangentes exteriores comuncs y éstas
cortan a lo recta de los centros, lo hacen en el centro de la
homotecia positiva.

n efecto: si t, y 1 son tangentes interiores comunes (ver figuras
anteriores) cada una de ellas dejo o las circunferencias en distintos
semiplanos. Luego, los radios que pasan por los puntos de contacto
de cada tangente con cada una de las circunferencios, ademds de
pertenecer a rectas paralelas por ser perpendiculares o una misma
recta, son de sentido contrario, es decir

(e - %) R =R’y por lo tanto Q, €RR' o bien
QEL.
Andlogamente Q; €1:

Luego: Q, es la interseccion de las tangentes interiores comunes con
Ia vecta de. Ies centros

De la misma manera, se tiene:
Q. es la interseccion de las tangentes exteriores comunes con la
recta de los centro:

5. APLICACIONES

1.— Construir una circunferencia que sea tangente a dos rectas secantes
dadas y que pase por un punto dado no perteneciente a dichas rectas.

Sean m y n las rectas secantes en Q,y P el punto dodo.
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Se traza una circunferencia C(O, 1) / O € bisectriz del dngulo
distancias de O o m y n. Luego C(O, r) es tangente o

La circunferencia pedida y lo-C(O, r) serén homélogas en una
oteci va_ vt contro s la Intsrsecclon g los. fongentes
exteriores comunes m y n
Se traza PQ que corta a la C(O, ) en My N. Por P se traza la
paralela a NO que corta a la bisectriz en Oy, y la poralela o MO que
corta a la bisectriz en =
Los circunferencias C(O;, GiP) y (O, BiP) son soluciones del
problema.
En efecto, ambas pasan por P y demostraremos que son tangentes
amyn.
Consideremos la C(O; , OiP).
OiP "
ON B

= 0P

f1o% 1, pues si fuese r, = roseaO;P — ON,y por ser de soste-
nes paralelos, serian paralelas NP y la bisectriz, contra lo establecido.

Luego lo igualdad anterior expresa que O; y P son homélogos de
Oy de N, respectivamente, en una homotecia de razén k = 1y cuyo
centro s Q, interseccién de NP con la bisectriz

Resulta de inmediato que C(O, 1) y C(O;, O/P)

en qu}[(Q,'—:).

) son homélogas

Luego, si OT es el radio de sostén perpendicular @ m en el punto
e EH et lliolhambiis, ror Mt receluTo 0T i vt
perpendicular a m .

0 sea, m es tangente a C(O; , O1P)

Anélogamente se demuestra para n y para la otra circunferencia.

11— Construdr una circunferencia que sea {angente a una circunferencia
dada y @ una recta dada en un punto dado de ésta.

Sean la circunferencia C(O, r), la recta m’ y el punto P’ € m".

La recta m’ puede ser exterior, secante o tangente a la C(O., r).

Consideraremos el caso en que m' es exterior.

Existen dos soluciones probables segin que la circunferencio bus-
cada sea tangente exterior o interiormente o lo dada, pero en ambos
casos dichos circunferencias deben pertenecer al semiplano con res-
pecto o ue se encuentro la circunferencio C(O, ).

‘Ademés, si deben ser tangentes o m’ en P, sus respectivos cen-




tros O y O’y deben encontrarse sobre lo perpendicular o m' que
pase por P'. O seq, dichos centros pertenecerdn o la semirrecta de
origen P’ trazada perpendicularmente a m’ en el semiplano que con-
tiene a C(O, ).

Por otra parte, si la circunferencia buscada es tangente exterior
(interiormente) a la C(O., ), se sabe por propiedades de las circunfe-

ios tangentes que existe una sola recta tangente interior (exterior)
comn a ambas que pasa por el punto de contacto de las mismas,
punto que pertenece a su vez a la recto de los centros de las c:
cunferencios.

Luego, por corolario anterior, dicho punto de contacto es el centro
Qu(Q,) de la homotecio negativa (positiva) que vincula a las circunfe-

ias.
Por lo tanto, si se tienen Qs y Qy, los puntos Oy y O estardn
respectivamente sobre las rectos OQz y OQ;
Resulta entonces la construccién siguiente:

) En el semiplano con respecto a m' que contiene o C(O, ),
se traza PR /PR L .

b) Por O se traza la paralela a PR’ que corta @ C(O, ) en P, y
Py. Sea OP: la semirrecta acorde con PR.. Luego, OP; y PR’ son
discordes.

©) Se trazan PiP"y P:P’, que cortan a C(O, r) en Q; y Qs respec-
tivamente.

d) Se trazan OQ, y OQ., que cortan a PR’ en Oy’ y O’ ms-
pectivamente. Los circunferencios C(Oy’, 07P) y C(O:", 05'P") son fas
circunferencios buscados.




PRODUCTO DE DOS HOMOTECIAS

n dos homotecios &1 (0i, ki) y €
cualquiero M
S HA(Or, k) M = My y 5:0x, k) - My = My,

estudiaremos la transformacién T tal que: T - M = Ms

k) y un punto

Se presentan dos casos seqin que los centros O, y O; coincidan o
no.

Teorema
El producto de du homotecias del mismo centro es otra homo-
del

tecia entro y cuya razén es el producto de las ra-
soass da las Hometecies dodes

Sean las homotecias &1 (0, ki) y G2 (0, ki)
Por definicién de homotecia:
OM, = ki - OM
M M, EOM = OM, oM
- OM,
{meM: M, = S om,
0 0 O, = ko -k oM
¥ OM, = o s dec
M. EOM

Lusgor My es o trnsformado de M
en una homotecia G (O, ki - ka)

Fe G =

[

0 sea: T
H 0,k k:)

las hnmvle:wl 1 y S son inversas y sus centros
jen, la transformacién producto es la identidad.

inci
En efecto, ki - ks = 1

I1. — El producto de dos homotecias del mismo centro es con-
mutativo.

En efecto, como k; y k: son nimeros reales, k; - ke = ks ki
Luego:




Teorema

El producto de dos homotecias de distinto centro y razones n
inversas es otra homotecia cuya razén es el producto de I
razones dadas y cuyo centro esté alincodo zon los centros de
los homotecias dad

n dos puntos M y N y sus homdlogos My y Ni, respectivo-
ot en 1o hemotecia, ¢, 48 centro O, v reabe ki Lleger

MN, =k MN y  MN /MN
Los homélogos de M, y N, en la homotecia G de centro Os y
razén ks, serén My y Ny, respectivamente, tales que
MaN: = ko MiN; y  MiNa 7/ MIN,

Por cardcter transitivo de la igualdad de segmentos y del para-
lelismo de rectos, resulta:

kioke MN y  MiNa /MN

MaN

omo
de razén k = k; - ky, tal
quek # 1, pues las razo-
nes no son inve

Determinaremos el centro

Como a 0,0,
el s e
o G es unida en
esa cmnslevmwén y por
v por o, es unida en

[ oot

101, ki) 0,0: = 0,0: y
K2(0:, k) 0,05 = Of
Considerando la homotecia producto, se tiene:
H1(0s, k) - F1 (01, ki) - 0,0 = 0,0,
Al e i S
T =%H 0,k

Lo cual expresa que 0,0 es unida en (jf de centro O y razén k.,
es decir es una recta que pasa por O . En efecto si no pasase por O ,

deittal hnmbluqu de A es el mismo punto, o cual significa que A es
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unido. Esto es absurdo, pues se ha demostrado que el dnico punto
unido en una homotecia es el centro.

Luego: O estd alineado con O, y O: .
Teorema
Bl producto de dos homotecias de distinto centro y rozones
inversas es una traslacién.
Sean dos puntos M y Ny sus homdlogos M, y Ny respectiva-
el D
MiN; = ki - MN y MiN; / MN

omélogos de M; y Ny en la Gz (O: , ki) serén M y N, res-
pe(lwnmen'!, tales que
M = ke - NGy MaN: / MINy

Por carécter transitivo da la igualdad de segmentos y del para-
lelismo d! rectas, resulta:

ki kst MN y MiN; 7/ MN

Pero k; -k = 1, pues las razones son inversas. Por lo tanto:
MN y M:N: 7/ MN .

; y MN son homélogos en una traslacién.

Como en el teorema ante-

rior, se demuestra que sien-

do fa recta

toda traslacién son unidas
Gnicamente los rectos para-
lelas al vector de traslacién,
se tiene que:

La traslacién producto es
una traslocién de vector
ralelo a la recta de los cer
tros de las homotecias do-
dos.

Corolario

Las homotecias de un plano no forman arupo.



EJERCICIOS.
1. Datos wna cireunferenia y un punto pertenecienie o una recta tangente
la misma, construir una circunferencia que sea tangente a ambas  pase
por el punio. Disuti ef wimero de solsciones posties segin uedicho
punto coincida o no con el punto de contacto de lo circunferencia y la
recta dadas.

2.— Resolver el problema anterior en el caso en que la recta y la circunferen-
cia dadas sean secantes.
3.— Dados una recta y un punto perteneciente o una circunferencia, construir
una circunferencia que pase por el punto y sea tangente a la recta y a la
circunferencia.dadas.
Constrair un tréngulo ABC conocieno ol ingulo A, I roson AB/AE = k&
4 la mediana correspondiente
s—nmunm,wauchma..uyunpumr.uu'nm
las paralelas a los lados AB y AC que cortan  BC en Q y R, respec-

upmu. Demostrar que A’ es el punto medio del segmento QR.
8.— Sea un paralelogramo ABCD. mehwuwlﬂwAmlnulL‘nia
CD en F y a la diagonal BD en

& = [E.IF
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CAPITULO XVI

1. LAS DOS DEL ESPACIO Y EL PRODUCTO VECTORIAL

Se0 ol espaco R? efeido o una tema de orgen Oy les ., 1
esariamente ortogonal. Dicha terna admite las siguientes
represen'ucmnes usuales:

(e}

3
SatTt

En el caso a) decimos que la terna es positiva o derecho, y que
el espacio estd orientado positivomente. En b) estd representada una
terna negativa, y anélogomente, el espacio tiene orientacién negativa.

onsideremos ahora las ternas:

o
A (9
E\ J
g /r
z x z
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Las orientaciones de las temas o) y b) son los mismas, respecti-
vamente, que las representadas por o) y b). Para posar de una tema
positiva @ una negativa o viceverso, es necesario deformur el triedro
de referencia de modo tal que en una posicién los tres ejes sean

coplanares, En camblo, e posble poser del caso o) ol o) sin que llo

Definicién

Producto vectorial de dos vectores A y B es el vector indicado

con el simbolo A B, caracterizado por las siguientes con-

diciones:

1) Su médulo es igual ol producto de los modulos de los vec-
tores dados por el seno del éngulo que determinar

|ArB| = [A][B]sen ©

1) Su direccién es normal al plano que
res dados:

feterminan los vecto-

direccién de AnB L plano A, B)

B, A 1B tiene la misma

Su ssnidoies 1o que b ferma A
orientacién que la de referenci

A B

En los dos cosos lo orientacion del espacio es positiva, y
ambagnmeme lo son los orientaciones de las teros AB,ArBy
B,A,BAA. Siendo los vectores A AB y BAA, opuestos, ocurre

y
que el produc!o vectoril no s conmativo, y s¢ o llamapor tol
motivo, anticonmutativo, es deci

A’AE: —BAA



Sea la bose ortonormal |, K interesa determinar los seis
productos vectoriales a que dan origen

K

Aplicando en cada caso la definicién, se tiene:

IAd=iK KaK Kal
Ial K Jad =~ 1AK

2. DISTRIBUTIVIDAD DEL PRODUCTO VECTORIAL
RESPECTO DE LA SUMA DE VECTORES

roducto_mixto
Definicién

Se llama producto mixto de tres vectores A, B y C, al pr
ducta vactorial de lox dos primeros, sscalormente. por ol fer-

Usaremos la notacién: - (ABC) = (A xB) - C

) Significado geométrico del médulo del producto vectorial

Sean los vectores A y B. Por definicién se tiene:

[A[[B]sen® =2 (G|A[||B|sen®) =
= 2 Area (ABB) = Area AGBM

Entonces:
El médulo del producto vectorial se identifica con el érea del
paralelogramo construido sobre los dos vectores dados. 301
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1) Significado geométrico de! producto mixto

Sean tres vectores A, By C , que
podemos suponer concunemzs en
0,y n
Por definicién de pmdutm esca-
lor es:

(AnB)-C = |AnB||C|cos o
Teniendo en cuenta el sgnifica-
do del médulo del producto vec-

torial determinado en ), resullﬂ
llamando f a la base el rale-

lepipedo cuyas aristas son Tarve
vectores dados:

Conmiaroids Ia)pzrpendxculurﬂtngdgo\wr st o asisr
o lo recto definido por AAE, se obtiene la altura h del pora-
elaipats ot
med.h = |C|cosq @
Por sustitucién de (2) en (1) es
(ArB)-C = Area med.h = med. V
En consecuencio:

El producto mixto de tres vectores representa la medida del
volbmen dal paralelepipodo cuyes eristas son dichos vectores.

IV) Propiedad invariante del producto mixto

Mediante consideraciones andlogas o los del pérrafo anterior, y
teniendo en cuenta que las temas, A, B, Cy B, C, A son positivas,
se llega ol siguiente resuitado

Br0) A = med V

Por consiguiente, vale la igualdad

(RnB) C = B0 A= (Cal B

Es decir.

El doble producto mixto es invariante en las permutaciones

ciclicas de sus elementos,



V) Distributividad del producto vectorial respecto de la suma de vectores

Se trata de demostrar la siguiente proposicién:
R+ B1AC = RaO +BA0)
Para ello, consideramos el vector:
X = R+ BaC—RrO - BrO
Multiplicamos los dos miembros de (1) escalarmente por un vector

¥ + 0 cualquiera, y teniendo en cuenta la d tividad del producto

escalar respecto de la suma de vectores, se
X V= [A+B A G- Y -RaO ¥ - Br0 ¥

Por la propiedad invariante del producto mixto, la igualdad ante-
rior se transforma en:

XY= @V A4B) — €av) A — €9 B

¥ por la misma distributividad del producto escalar respecto de

la suma de vectores es:
XY = Ca¥r 1A+B) —

_B
Es decir.
X ¥=@En-0=0
Siendo nulo el producto escalar X - Y para todo Y, resuilta nece-
sariamente X = 0 . Entonces, el vector definido en (1) es nulo, y por
consiguiente

A4+ BIAC = AnO +BAO

3. EXPRESION CANONICA DEL PRODUCTO VECTORIAL

Sean los vectores de R
A=oal+oltak (D
B=bltbJ+bK (@

Al efectuar el producto vectorial de A por B, la distributividad
del producto vectorial respecto de la suma de vectores nos autoriza
a multiplicar ordenadamente cada término del primero por todos los
términos del segundo, y se tiene:

AAB = a,b, (1 Al + aby (1 A) 4 aibu (1 AK) +

+aib, U AD) +ayby U AJ) 4 a,b, U A K) +
+ aibe (Kal) + ab, (Kad) 4 ab, (Ka K)
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Teniendo en cuenta los productos vectoriales de los versores fun-

damentales, es

AAB = ab, K — o —ab K+ ol +abi) = ab | (3)
El s!gundo miembro de (3) es el desarrollo del determinante que

e como primera fila a los versores fundomentales; como.segunda y

tercera, a las componentes de los vectores (1) y (2), respectivamente.

Entonces, resulta
| J

n el iaaio;

b b,

&3l d:termmnr\te asi obtenido,
o | nos resién canbnica
b, | del produc'o vectorial.

4. COSENO DE LA SUMA Y DE LA DIFERENCIA DE DOS ANGULOS

El angulo de los vectores es u — b

Sean dos vectores A y B, de mé-

u
en el origen de un sistema orto-
gonal

El eje x forma con dichos vecto-
res, los éngulos a y B . Sean: o,
¥ 6, los componentes de A; y by
¥ by, las de B.

Efectuamos el producto escalar de Ay B, de dos maneras:

R-B = ab.+ab
AB=abcosla—p

De (1) y (2) resulta:

(1) en funcién de las com-
ponentes,

(2) en funcién de los médu-
los y del éngulo compren-
dido.

a bcos(a—f) = ab+ab

Trosponiendo los factores a y b

o

cosla — ) = ——

b.
b

Por definicién de seno y coseno, resulta.

cos(a—f) = cosu

cosf+ sena sen )



Para obtener la férmula relativa al coseno de lo suma de dos
éngulos, reducimos el problema ol caso anterior, del siguiente modo

Por coseno de la diferencia, se tiene:

cos(a -+ p)

cos acos(— ) + sen asen(— f)
y reduciendo al primer cuadrante, resulta:

cosla + ) = cosz - cosf) — senz - senf}

5. SENO DE LA DIFERENCIA Y DE LA SUMA DE DOS ANGULOS

Sean en R los vectores

A=altal
B =bl+bJ
Su producto vectorial es
| J K
AnB=|o o 0!
b N, 0

Al desarrollar subsiste solo la componente respecto de K, y se
tiene:

AB = (ab, —aby) K

De acuerdo con la figura, este producto vectorial tiene el sentido
de K, lo cual significa que su componente es positiva. Entonces

AAB| = ab, —ab, (1)
Por otra paf'e, atendiendo a la definicion de médulo del pro-
ducto vectorial,
|ArBl=ab sen—aw @
De (1)y (2) resulta
o b sent — 2) = ab, — abe
multiplicando los dos miembros por

, se tiene:
—a bsen(f —2) = ab —ab

Y por relaciones entre las funciones de éngulos simétricos, po-
demos escribir

o b osen(s—@) = ob —ab,



trasponiendo factores:
ay by o b,
o b o b

sen(a —f) =

Por definicién de seno y de coseno, resulta:
sen(a — ) = sena cosp —cosa sen )

Siguiendo un criterio andlogo al expuesto en el parrafo anterior,
deducimos la férmula relativa al seno de la suma de dos dngulos, pre-
via transformacién de la misma en diferencia

sen (a+ ) = sen[a— ()]
Por seno de la diferencia, se tiene:
sen(a+ ) = senacos (—f) —cos a - sen ()
Por reduccién ol primer cuadrante, resulta:

sen (a+ ) = sena cosf+cosx sen

6. TEOREMA DEL SENO

En todo triéngulo, los lados son proporcionales o los senos de
e s

Hipétesis) ABC triéngulo
b

Tesis) —— —_—
sena  senp
<

seny
Demostracion:

Sea el triéngulo ABC repre-
sentado por la figura adjun-
ta, y cuyos lados son los

vectores o, b y c de mé-
dulos: a,b y c respectivo-
mente

Por suma de vectores, es: o = b4 ¢
multiplicames vectorialmente los dos miembros de esta igualdad por b
b+ ab
por distributividad del producto vectorial respecto de lo suma de
vectores:

anb

oAb = bab + cab (1)

oero bAb es el vector nulo, pues el dngulo que forman es nulo



Lo igualdad (1) se reduce entonces o

anb = cab
siendo iguales los vectores de ambos miembros, sus médulos también
Io son:

aab| = |cab|
Por definicion de médulo del producto vectorial, tenemos:

o boseny =c-bosena

cancelando el factor b
a-seny = c sena
por trasposicion de factores resulta:
o c
= @

sena seny

Si se multiplican los dos miembros de la igualdad:
a=b+e
vectorialmente por ¢, se llega a un resultado andlogo que vincula a los
lodos @ y b con los senos de sus angulos opuestos
b
O N (3)
sen a sen f
Aplicando la transitividad a las relaciones (2) y (3), resulta
o b <

sena  senp  seny

7. TEOREMA DEL COSENO

En todo trdngulo, o cuadrodo de cada lado s gual o lo sma
de los cuadrados 05, menos el doble producto
los mismos por el coseno del éngulo opuesto al primero.

Hiptesis) ABC tridngulo

' - Tesis) o* = b 4 c* — 2 b cos
,‘ ¥ Demostracién) Por suma de vec-
i tores es
¢ a=b+c
Elevando ol cuadrado los dos
miembros de lo vguuld jad:

T s T =b+o
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Por distributividad del producto escalar:

+c42-cb

a
Por definicién de producto escalar, se tiene:
@ = bpcit2bococosw (1)
El éngulo formado por los vectores by ¢ es «, adyacente @ 1;
esto significa que
cosd’ = cos (180° —2) = —cosa (@)
I teorema queda demostrado ol sustituir (2) en (1)
0 = b 4c—2 bococosa

8. DOBLE PRODUCTO VECTORIAL
roducto vectorial de dos vectores, vectorialmente por un ter-
cero, estd dodo por lo formulo
AaBrC =R OB—6 OA
Sin restringir la generalidad, elegimos la terna de versores fun-
domentales de modo que | tengo lo direccién de A; y que el plano |,
J se identifique con el determinado por A y B. En tal caso, A, By C
admiten la siguiente descomposicion canénica
= aql m
bJ) (2
cl4cl+ek @)
De (1) y (2) se tiene:
K

a 0 0|=oabK (4

b b O
=K

(AAB)AC = (:,KIAC = abKaC) = b, [ 0 O 1

De (3) y (4) se deduce:

et
—abc,l +abed  (5)

= ab; (—¢| +cd)
Determinamos ahora.
R OB—B OA= ac, (bl + b)) — (b, + biead =
—abicl +abed (6



De (5) y (6 resulta lo formula
RrB)AC = A OB—B OA

9. PRODUCTO ESCALAR DE DOS PRODUCTOS VECTORIALES

Sea AAB =X (1)
Entonces
{(ArB) €D = X ([©aD) = (€AD) X = €BX) = XCD) =
= %20 D @
De (1) y (2) resulto, luego de efectuar el doble producto vectorial:
(RaB) (CAD) = (RaB)ACl D = (A OB—@ Al D
Por distributividad del producto escalar, se tiene:
(ArB) CaD) = (A OB D) — B OR D

10. TEOREMA DEL COSENO PARA LOS LADOS DE UN TRIANGULO ESFERICO

Sea el tridngulo esférico ABC determinado por los extremos de
tres versores aplicados en el origen de un sistema
Por producto escalar de dos productos vectoriales, tenemos
(AnB) (ArO) = A AB O — A OB A (1)
Por producto escalar y médulo del producto vectorial es
(AAB) (AAO) = |AAB || AAC| cosa = senc senb cosa (2)
siendo a el ngulo de los planos A, B y A, C, s decir, el diedro de
aristo
Por otra parte, el segundo miembro de (1) es:
A AB & — R OB A =
= cosa—cosb cosc (3
De (2) y (3) resulta
cosa —cosb cosc = senb senc cosa
Es decir
cosa = cosb cosc+senb senc cosa

Entonces.
En todo tridngulo esférico, el coseno de un lado es igual a
los

suma de los cosenos otros dos, més el producto de sus
senos, por el coseno del éngulo opuesto al primero.
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EJERCICIOS
L5588 Loy laviens be tone e U crGios de s i &
igual a la suma de los cuadrados de sus

2. —El poligono cuyos vértices son los puntos medios de los lados de un cu.
drildtero, es un paralelogramo.

3, — Estudiar el significado geométrico de la. igualdad:

Demostrar que

et ey A i rsyacion oot ko oo

5.—Los vectores A y B forman un dngulo de 60°, siendo el médulo de A igual
a5 Hallar el modulo de B para que sea A perpendicular a la diferencia
i-B

6.— Los vectores A y B forman un dngulo de 120° y el médulo de A es 3. Hallar
el médulo de B pera que se verifique la ortogonalidad de los vectores A + B
VB
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